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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1. Latar Belakang 

Analisis regresi merupakan  metode statistik yang mempelajari pola hubungan 

antara  variabel independen X dan variabel dependen Y. Istilah “regresi” 

diperkenalkan oleh  Sir Francis Galton (1822-1911) yang berkaitan dengan 

penemuannya, hubungan tinggi badan anak (Y) dan tinggi badan orang tuanya (X) 

(Draper Smith, 1981). Ada dua metode yang dapat digunakan, yaitu regresi 

parametrik dan nonparametrik.  

  Jika terdapat n pengamatan saling bebas (Xi,Yi), i=1,2,3,...,n, persamaan 

regresi dinyatakan sebagai berikut : 

   Yi = g(Xi) + ε i, i=1,2,3,...,n        (1.1) 

Dengan g fungsi regresi tidak diketahui, ε i, i=1,2,3,...,n merupakan variabel 

kesalahan random. 

Model regresi dengan menganggap bahwa bentuk fungsi g(.) diketahui disebut 

model regresi parametrik, sedangkan jika bentuk fungsi g(.) tidak diketahui 

disebut model regresi nonparametrik. 

Pada pendekatan nonparametrik akan lebih fleksibel untuk mencari kurva 

estimator yang sesuai dengan data karena model tidak ditentukan lebih dahulu 

seperti pada model parametrik. 

 Jika sebagian variabel random independen mempunyai hubungan fungsional 

dengan variabel respon dalam bentuk spesifikasi tertentu, sedangkan variabel 
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independen lainnya mempunyai hubungan fungsional dalam bentuk fungsional 

tidak tertentu, maka digunakan pendekatan dengan model linear parsial. Dengan 

model ii
T
ii )g(TXY ε++β= . Xi dan Ti merupakan vektor variabel penjelas, yang 

merupakan titik design tidak random (fixed). Fungsi g merupakan fungsi yang 

tidak diketahui dan β  = (β1,β2,...,βp)T merupakan parameter tidak diketahui, ε i, 

i=1,2,3,...,n  merupakan kesalahan random dengan mean 0 dan variansi tetap (pola 

homoskesdastisitas).  

Pada kasus model linear parsial dengan kesalahan pengukuran yaitu kovariat  

Xi diukur dengan kesalahan,  sebagai pengganti pengamatan Xi , diamati : 

   Wi=Xi+Ui           

Dimana kesalahan ukuran Ui i.i.d, independen dengan (Yi,Xi,Ti) dengan mean 0 

dan matriks kovariansinya ΣUU diasumsikan diketahui.  

 

1.2. Permasalahan 

Permasalahan dalam penelitian ini adalah bagaimana menentukan estimasi 

parameter dan sifat normalitas asimtotis nβ̂ pada model liner parsial dengan 

kesalahan pengukuran 

 

1.3. Tujuan Penelitian 

Tujuan dalam penelitian ini adalah menentukan  estimasi parameter dan sifat 

normalitas asimtotis nβ̂  pada model linear parsial dengan kesalahan pengukuran. 
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1.4. Tinjauan Pustaka 

Dalam praktek, penerapan dari model linear parsial banyak sekali. Engle, 

Granger, Rice dan Weiss (1966), yang pertama kali menggunakan model ini. 

Mereka menganalisa hubungan antara temperatur dan penggunaan listrik. 

Speckman (1988) menerapkan model linear parsial pada percobaan obat 

kumur. 

Sedangkan untuk model dengan kesalahan pengukuran telah diteliti oleh 

Fuller (1987), Carrol, Rupper and Stefanskim (1995). Andrew Chesher (1991) 

meneliti tentang efek dsri kesalahan pengukuran. 

Green, Jennison dan Seheult (1985), Goa (1992) telah mempelajari sifat-sifat 

asimtotis dari estimator  dengan kuadrat terkecil pada kasus design titik non 

random 

Engle, Grangeerm Rice dan Weiss (1986), Heckman (1996), rice (1986) 

Whaba (1990), Green dan Silverman (1994) dan Eubank, Kambour, Kim, Klipple, 

reese dan Schimek (1998) menggunakan teknik penghalusan untuk penakasiran 

parameter. 
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BAB II 

PENGERTIAN DASAR 

 

2.1. Regresi Parametrik 

Analisis regresi merupakan metode statistik yang mempelajari pola hubungan 

antara  variabel independen X dan veriabel dependen Y. Diberikan n pasangan 

pengamatan {(Xi,Yi)} n
1i= . Pandang model regresi : 

 Yi = m(Xi) + ε i, i=1,2,...,n          (2.1) 

Dimana Yi merupakan variabel respon, Xi variabel prediktor dan ε i kesalahan 

random, dengan asumsi tidak berkorelasi dan mean 0. 

Asumsi pada regresi parametrik adalah bentuk fungsi regresi  m(.) diketahui, 

kecuali untuk sejumlah berhingga parameter yang tidak diketahui, yaitu ada 

vektor parameter β= (β1, β2,...,βp)T dan ada fungsi m(.;β) sehingga m(.) = m(.;β). 

Fungsi regresi m(.;β), dapat berbentuk linear dalam parameter ataupun  non linear. 

Fungsi disebut non linear jika minimal non linear dalam satu parameter. Dan 

disebut linear jika terdapat fungsi diketahui f1,f2,...,fp sedemikian hingga  

∑
=

β=
p

1j
ijj )x(f)x(m . Akan tetapi dalam tulisan ini dibatasi pada model yang linear 

saja. Sehingga jika terdapat {(Xi,Yi)} n
1i= , pengamatan, maka model akan menjadi : 

 i

p

1j
ijji )x(fY ε+β= ∑

=

; i=1,2,...,n         (2.2) 

Model diatas jika dituliskan dalam notasi matriks akan menjadi : 

 Y=Xβ  + ε         
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Dimana  Y= (y1,y2,..,yn)T , β  = (β1,β2, ...,βp)T   dan ε  = (ε1, ε2,..., εn)T, dengan asumsi  

ε i ~ (0, σ2In) .  

Dengan model (2.2), untuk mengestimasi m ekuivalen dengan 

mengestimasi koefisien-koefisien  regresi yaitu  β  = (β1,β2, ,βp)T.  

Ada beberapa metode panaksiran parameter regresi, salah satunya metodekuadrat 

terkecil.  Metode ini meminimalkan ε Tε   terhadap β .  Dari persamaan diatas : 

 Y=Xβ  + ε 

Maka  ε  = Y - Xβ   

Sehingga  

ε Tε = (Y - Xβ )T(Y - Xβ ) = YTY – 2YTXβ  + β TXT Xβ  

∂ ε Tε / ∂β   = 0 - 2XTY + 2XT Xβ  = 0 

maka  - 2XTY + 2XT Xβ  = 0 sehingga  XT Xβ  = XTY 

β̂  = (XT X)-1(XTY)                           (2.3) 

Karena  ∂2ε Tε / ∂β∂β T  =  2XTX merupakan matriks definit positif, maka  β̂  akan 

meminimumkan  ε Tε  dan β̂  dinamakan estimator kuadrat terkecil untuk β . 

Dengan sifat estimator tersebut : 

1. β̂  merupakan penaksir yang tak bias untuk β  

2. Var( β̂ ) = σ2(XT X)-1 

3. β̂  merupakan penaksir terbaik, yang berarti diantara semua panaksir linear 

takbias untuk β , β̂  mempunyai variansi minimal. 

 

Model linear parsial dengan kesalahan pengukuran
WIBAWATI, Prof.Drs. H. Subanar, PhD
Universitas Gadjah Mada, 2003 | Diunduh dari http://etd.repository.ugm.ac.id/



 
 
 

6 
 

                                                                                     

2.2. Regresi  Non  Parametrik 

Motode regresi nonparametrik mulai dikenal sejak abad XIX.  Namun  

perkembangannnya tidak begitu pesat dibanding dengan pendekatan parametrik. 

Namun seiring dengan perkembangan bidang komputasi, regresi nonparametrik 

mengalami perkembangan yang begitu pesat. 

Untuk n pasangan pengamatan {(Ti,Yi)} n
1i= , diberikan model regresi 

nonparametrik sebagai berikut : 

   Yi = g(Ti) + ε i, i=1,2,3,...,n        (2.4) 

Dimana Yi merupakan variabel respon, Ti variabel prediktor dan ε i kesalahan 

random, dengan asumsi tidak berkorelasi dan mean 0.  

Dalam regresi nonparametrik tidak ada asumsi tentang bentuk fungsi 

regresi g(.). Hal ini memberikan flexibilitas yang lebih besar didalam bentuk yang 

mungkin dari fungsi regresi. Untuk mengkonstruksi model regresi nonparametrik 

terlebih dahulu dipilih ruang fungsi yang sesuai, dimana fungsi regresi g(.) 

diyakini termasuk didalamnya. Pemilihan ruang fungsi ini biasanya dimotivasi 

oleh sifat kelicinan yang diasumsikan dimiliki oleh fungsi regresi.  

Ada beberapa teknik untuk mengestimasi fungsi regresi g(.), salah satunya 

adalah dengan estimator kernel. Sebagai contoh estimator kernel untuk fungsi 

regresi g(.)  : 

∑

∑

=

−

=

−

−

−
=

n

1j
jh

1

n

1i
iih

1

n

)Tt(Kn

Y)Tt(Kn
)t(ĝ         

dimana h : lebar pita (bandwidth); Kh(t)=h-1K(t/h), dan  K disebut fungsi kernel 
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2.2.1. Fungsi Kernel 

 Diberikan suatu sampel random Xi, i=1,2,3,...,n iid. Karakteristik dasar 

yang menggambarkan kalakuan dari suatu variabel random adalah fungsi densitas 

f dari sampel random tersebut. Berdasarkan sampel random ini akan diestimasi 

fungsi densitas f yang tidak diketahui dengan pendekatan kernel. Kernel K 

didefinisikan (Hardle, 1990) : 

 





=

h
t

K
h
1

)t(K h  

dengan h adalah bandwidth. Fungsi densitas f diestimasi dengan : 

 ∑∑
==







 −

=−=
n

1i

i
n

1i
ihh h

Tt
K

nh
1

)Tt(K
n
1

)t(f̂                (2.5) 

Definisi  2.1.  

Kernel K adalah fungsi bernilai real, kontinyu, terbatas, simetri dan integralnya 

sama dengan 1.  ∫
∞

∞−

K(t)dt =1 dan ∫
∞

∞−

t K(t)dt = 0 

Beberapa fungsi kernel (Hardle1990)   : 

Uniform 

Triangle 

Epanechnikov 

Quartic 

Triweight 

Gaussian 

Cosinus 

)1u(I2
1 ≤  

)1u(I)u1( ≤−  

)1u(I)u1( 2
4
3 ≤−  

)1u(I)u1( 22
16
15 ≤−  

)1u(I)u1( 32
32
35 ≤−  

)uexp( 2
2
1

2
1 −

π
 

)1u(I)u(Cos 44 ≤ππ  
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Dari definisi kernel diatas maka : ∫
∞

∞−

= 1dt)t(f̂ h   

Bukti : 

Ambil  
h
Tt

s i
i

−
=  à sih = t – Ti  dan dt = h dsi, sehingga persamaan (2.5) 

menjadi : 

( ) ( ) 1dssKn
n
1

hdssK
nh
1

dt)Tt(K
n
1

dt)t(f̂
n

1i
iiii

n

1i
ihh =








==−= ∑ ∫∫∑∫∫

=

∞

∞−

∞

∞−=

∞

∞−

∞

∞−

.    � 

Estimator kernel untuk fungsi densitas bersama variabel random T dan Y 

diperoleh dengan kernel multiplikatif : 

 ∑
=

−−=
n

1i
i2hi1h2h1h )Yy(K)Tt(K

n
1

)y,t(f̂                                                (2.6) 

 

Lemma 2.1 

 Jika ∑
=

−−=
n

1i
i2hi1h2h1h )Yy(K)Tt(K

n
1

)y,t(f̂   maka  

 ∑∫
=

∞

∞−

−=
n

1i
ii1h2h1h Y)Tt(K

n
1

dy)y,t(f̂y                                                    (2.7) 

Bukti : 

( )∑ ∫

∑ ∫

∑ ∫∫

=

∞

∞−

−

=

∞

∞−

−

=

∞

∞−

−
∞

∞−

+=+−=








 −
−=

−−=

n

1i
2iiiii2ii1h

1

n

1i 2

i

2
i1h

1

n

1i
i2hi1h

1
2h1h

hsYy:subt,ds)s(KYhs)Tt(Kn

dy
h

Yy
K

h
y

)Tt(Kn

dy)Yy(Ky)Tt(Kndy)y,t(f̂y

∑
=

− −=
n

1i
ii1h

1 Y)Tt(Kn            � 
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Selanjutnya estimator  kernel untuk model regresi nonparametrik  Yi = g(Ti) + ε i 

Dikonstruksikan sebagai berikut : 

Kurva regresi :    
)t(f

dy)y,t(yf
)tTY(Eg(t) ∫===            (2.8) 

dimana f(t,y) merupakan fungsi densitas bersama (T,Y) dan f(t) fungsi densitas 

marginal untuk T.  

Estimator natural untuk g(t) adalah dengan mengganti pembilang dan 

penyebut pada persamaan  (2.8), (2.5) dan (2.7)  dengan mengambil bandwidth 

yang sama yaitu h, maka diperoleh : 

 )t(f̂

dy)y,t(f̂y
(t)ĝ

h

2h1h
n

∫=
 

           ∑
∑

∑
=

−

=

−

=

−

=
−

−
=

n

1i
ini

1
n

1j
jh

1

n

1i
iih

1

Y)t(Wn
)Tt(Kn

Y)Tt(Kn
)t(ĝ          (2.9) 

dengan 

∑
=

− −

−
= n

1j
jh

1

ih
ni

)Tt(Kn

)Tt(K
)t(W  

Persamaan (2.9)   telah di temukan oleh Nadaraya (1964) dan Watson 

(1964). Oleh karena itu estimator ini sering disebut “Estimator  Nadaraya 

Watson”. 

Karena persamaan (2.9) tergantung pada nilai h, maka nilai-nilai ekstrim untuk h 

mengakibatkan :  
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- Anggap estimator kernel hanya dihitung pada pengamatan {Ti : i=1,2,..,n} 

Maka jika hà0,  i
i

in Y
)0(K
Y)0(K

)T(ĝ =→  

Jadi bandwidth (h) sangat kecil, estimator akan menuju ke data 

- Jika hà∞  maka )0(K
h
Tt

K i →





 −

, akibatnya 

( )
YYn

)0(nKn

Y)0(Kn

)0(Kn

Y)0(Kn
)T(ĝ

n

1i
i

i

n

1i
n

1i

i

n

1i
in

1

1

1

1

1

∑
∑

∑

∑
=

=

=

= ===→ −

−

−

−

−

 

 Jadi bandwidth (h) sangat besar, estimator akan sangat mulus dan menuju 

rata-rata dari variabel respon. 

Jika diambil 

∑
=

−

−
=ω n

1j
jh

ih
ni

)Tt(K

)Tt(K
)t(  maka estimator g(t) ekuivalen dengan : 

∑
∑

∑
=

=

−

=

−

ω=
−

−
=

n

1i
inin

1j
jh

1

n

1i
iih

1

Y)t(
)Tt(Kn

Y)Tt(Kn
)t(ĝ  

 

2.3. MODEL LINEAR PARSIAL 

Model Linear Parsial merupakan gabungan dari regresi parametrik dan 

regresi nonparametrik. Model  linear parsial mengasumsikan data  {(Xi, Ti, Yi) : 

i=1,2,...,n}  mempunyai bentuk : 

ii
T
ii )g(TXY ε++β= .           (2.10) 
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Xi dan Ti merupakan vektor variabel penjelas, yang merupakan titik design tidak 

random (fixed). g merupakan fungsi yang tidak diketahui dan β  = (β1,β2,...,βp)T 

merupakan parameter tidak dikatahui, ε i , i=1,2,3,...,n  merupakan kesalahan 

random dengan mean 0 dan variansi tetap (pola homoskesdastisitas). βT
iX  

merupakan komponen parametrik, dimana estimasinya dilakukan dengan metode 

Least Square. )g(Ti merupakan komponen nonparametrik, dimana estimasinya 

menggunakan estimator kernel. 

 

 2.3.1 Estimasi parameter 

  Dalam model linear parsial pada persamaan (2.10), g dan  β  merupakan 

fungsi dan parameter yang akan diestimasi dari data. Estimasi g menggunakan 

estimator kernel dan  β    menggunakan metode kuadrat terkecil. 

  Jadi β  adalah parameter sebenarnya, persamaan (2.10) dapat dinyatakan 

sebagai : 

   ii
T
ii )g(TXY ε+=β−         (2.11) 

Jika β−= T
ii

*
i XYY , maka dengan menggunakan teori regresi diperoleh : 

)t(g

*dy*)y,t(g*y
)tT*Y(E)t(g ∫===                  (2.12) 

Untuk fungsi densitas bersama g(t,Y*) diestimasi dengan pergandaan kernel  
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( )

∑

∑ ∫

∑ ∫∫

∑

=

−

=

−

=

−

=

−

−=

+−=








 −
−=

−−=

n

1i

*
ii1h

1

n

1i

*
i2i1h

1

*
n

1i 2

*
i

*

2

*

i1h
1**

2h1h
*

n

1i

*
i

*
2hi1h

1*
2h1h

Y)Tt(Kn

ds)s(KYsh)Tt(Kn

dy
h

Yy
K

h
y

)Tt(Kndy)y,t(ĝy

)Yy(K)Tt(Kn)y,t(ĝ

 

Sehingga diperoleh : 

 ∑
∑

∑
=

=

= β−ω=
−

−
=

n

1i

T
iinin

1j
jh

n

1i

*
iih

n )XY)(t(
)Tt(K

Y)Tt(K
)t(ĝ        (2.13) 

dimana : 

 








 −








 −

=
−

−
=ω

∑∑
== h

Tt
K

h
Tt

K

)Tt(K

)Tt(K
)t(

j
n

1j

i

n

1j
jh

ih
hi  

Selanjutnya )t(ĝ n  menggantikan g(t) pada persamaan (2.10), sehingga 

didapatkan model estimasi sebagai berikut : 

ii
T
ii )(TĝXY ε++β=           (2.14) 

Berdasarkan model diatas, dengan menggunakan metode kuadrat terkecil 

diperoleh taksiran β  dengan meminimumkan εε'  sebagai berikut :  
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[ ]

( )

( ) ( ) ( )
ββ+β−β−=

β−β−=β−=












β








ω−−








ω−=









βω+ω−β−=









β−ω−β−=

−β−=εε

∑

∑ ∑∑

∑ ∑∑

∑ ∑

∑

=

= ==

= ==

= =

=

X
~

X
~

X
~

Y
~

Y
~

X
~

Y
~

Y
~

X
~

Y
~

X
~

Y
~

X
~

Y
~

X)T(XY)T(Y

X)T(Y)T(XY

XY)T(XY

)T(ĝXY

'TTTTTT

i

T

i

n

1i

2T
ii

n

1i

2

T
ji

n

1j
nj

T
iji

n

1j
nji

n

1i

2

T
ji

n

1j
njji

n

1j
nj

T
ii

n

1i

2

T
jji

n

1j
nj

T
ii

n

1i

2

in
T
ii

T

 

Karena ( ) β=β=β X~Y~Y~X~Y~X~ TTTTTT , maka persamaan menjadi : 

ββ+β−=εε X~X~Y~X~2Y~Y~ TTTTTT          (2.15) 

0
T

=
β∂

εε∂
 

maka diperoleh : 

n
TT

n
TT

ˆX~X~Y~X~
0ˆX

~
X
~

Y
~

X
~

2

β=

=β+−
          (2.16) 

Persamaan diatas merupakan persamaan normal. Dengan asumsi matriks X~  

mempunyai rank penuh maka persamaan (2.16) mempunyai persamaan tunggal : 

( ) Y~X~X~X~ˆ T1T
n

−
=β         (2.17) 

Karena X
~

X
~

2 T
T

T2

=
β∂β∂

εε∂
 merupakan matriks definit positif maka nβ̂ merupakan 

estimator kuadrat terkecil untuk β , dengan  









ω−= ∑

=

n

1j
jinjii X)T(XX

~
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







ω−= ∑

=

n

1j
jinjii Y)T(YY

~
 

)X~,...,X~,X~(X~
)Y

~
,...,Y

~
,Y

~
(Y

~

n21
T

n21
T

=

=
 

Setelah mendapatkan nβ̂ , maka β  pada persamaan (2.13) diganti dengan nβ̂ , 

untuk menghitung )t(ĝ n .  

)ˆXY)(t()t(ĝ
n

1i

T
iinin β−ω= ∑

=

 

 

2.3.2. Sifat Asimtotik Estimator 

Untuk mendapatkan sifat-sifat asimtotik estimator diperlukan beberapa 

definisi, teorema dan asumsi berikut : 

 

Definisi 2.2.  (Rudin, W, 1976) 

Fungsi g dikatakan kontinyu di x bila untuk setiap ε>0 terdapat δ>0 sedemikian 

hingga untuk setiap y dalam domain fungsi dengan |x-y| < δ berlaku |g(x)-g(y) | < ε 

 

Definisi 2.3.  (Pfeffer, W.F, 1993) 

Fungsi g dikatakan kontinyu Lipschitz pada [a,b] bila terdapat konstanta M > 0 

sedemikian hingga |g(x)-g(y) | < M| x-y |. untuk setiap x,y dalam [a,b] 
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Definisi 2.4  

Konvergen Dalam Probabilitas (Casella, Berger, 1990) 

Barisan variabel random X1,X2,X3,... konvergen dalam probabilitas ke suatu 

variabel random X jika untuk setiap ε>0,  ( ) 0XXPLim nn
=ε≥−

∞→
atau  

( ) 1XXPLim nn
=ε<−

∞→
atau biasa ditulis XX p

n →  atau XX L
n →  

 

Definisi 2.5. 

Konvergen Hampir Pasti (Casella, Berger, 1990) 

Barisan variabel random X1,X2,X3,... konvergen hampir pasti ke suatu variabel 

randon X, jika untuk setiap ε>0, 1)XXLim(P nn
=ε<−

∞→
 atau biasa ditulis 

XX s.a
n →  

 

Definisi 2.6. 

Konvergen Dalam Distribusi (Casella, Berger, 1990) 

Barisan variabel random X1,X2,X3,... konvergen dalam distribusi ke suatu variabel 

random X, jika  ( ) ( )xFxFLim XXnn
=

∞→
pada setiap titik x dimana FX (x) kontinyu.   

Atau biasa ditulis XX d
n →  

 

Teorema 2.1. 

Strong Law of Large Number (Casella, Berger, 1990) 

Jika Xi, i=1,2,... variabel random i.i.d. dengan mean µ<∞, maka  
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µ→=
∑

= s.a

n

1i
i

n n

X
X   untuk nà∞ 

 

Teorema 2.2. 

Weak Law of Large Number (Casella, Berger, 1990) 

Jika Xi, i=1,2,...  variabel random i.i.d. dengan mean µ<∞, maka 

 µ→=
∑

= P

n

1i
i

n n

X
X   untuk nà∞ 

 

Definisi 2.7.  (Serfling, R.J, 1980) 

Barisan {a n} dan  {bn} dinyatakan sebagai an = O(bn) jika terdapat bilangan real M 

sedemikian sehingga M
b
a

n

n =  

 

Definisi 2.8. (Serfling, R.J, 1980) 

Barisan {a n} dan  {bn} dinyatakan sebagai an = o(bn) jika  0
b
a

lim
n

n

n
=

∞→
 

Dengan sifat dari “O” : 

- jika an1 = O(bn1), an2 = O(bn2) maka an1 + an2 = O(bn1 + bn2) 

- jika α > 0 adalah konstanta, an = O(α bn) maka an = O(bn) 

- jika an1 = O(bn1), an2 = O(bn2) maka an1 . an2 = O(bn1 . bn2) 
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Jika f(x) dan g(x) adalah fungsi dengan g(x)>0, sifat-sifat dari O(.) dan o(.), 

(Rohatgi, 1976): 

- f1(x) = O[g1(x)],  f2(x) = O[g2(x)] ⇒ f1(x) + f2(x) = O [g1(x) + g2(x)] 

- α > 0 adalah konstanta, f(x) = O[αg(x)] ⇒  f(x) = O[g(x)] 

- f1(x) = O[g1(x)],  f2(x) = O[g2(x)] ⇒ f1(x) . f2(x) = O [g1(x) . g2(x)] 

- f(x) = o[g(x)] ⇒ f(x)  = O [g(x)] 

- f1(x) = O[g1(x)],  f2(x) = o[g2(x)] ⇒ f1(x) . f2(x) = o [g1(x) . g2(x)] 

 

Definisi 2.9. (Serfling, R.J, 1980) 

Barisan {a n} dan  {bn} dinyatakan sebagai an = Op(bn) jika terdapat bilangan real 

M dan N sedemikian sehingga Nn,M
b
a

P
n

n >∇ε≤








>  

 

Definisi 2.10. (Serfling, R.J, 1980) 

Barisan {a n} dan  {bn} dinyatakan sebagai an = op(bn) jika untuk semua ε > 0  

sedemikian sehingga 0
b
a

Plim
n

n

n
=









ε≥
∞→

 

 

Teorema 2.3  Teorema Limit Pusat (Casella, Berger, 1990) 

Misalkan  Xi, i=1,2,...  variabel random i.i.d. yang mempunyai mgf (Mx(t) ada 

untuk  |t|<h, untuk beberapa h positif). Misal E(xi) = µ dan var(xi) = σ2
. 
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Didefinisikan  ∑
=

=
n

1i
in X

n
1

X ,   Gn(x) merupakan fungsi distribusi kumulatif dari 

( ) σµ− /Xn n . Maka untuk sembarang x, -∞<x<∞,  

 dye
2
1

)x(GLim
x

2/y
nn

2

∫
∞−

−

∞→ π
= , yaitu ( ) σµ− /Xn n  berdistribusi normal 

standart. 

 

Teorema 2.4 (Sen, P.K dan Singer,1993) 

Jika {Xi} merupakan vektor random i.i.d pada RP
 dengan mean µi  dan matriks 

kovarian  Σi , maka : 

 ( ) ∑∑
=

−
∞→

=

− Σ=ΣΣ→µ−
n

1i
i

1
n

d
n

1i
i

2/1 nlim),,0(NXn  

 

Teorema 2.5. (Sen, P.K dan Singer,1993) 

Jika Z~N(µ,Ω) dan A adalah suatu matriks, maka vektor U=AZ~N(Aµ, AΩAT) 

 

Jika komponen Xi =(Xij). Didefinisikan :  hj(Ti) = E(XijTi) dan Vi = Xi - E(XiTi) 

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ p 

Asumsi 1. 

∞<=≤≤ )tTXEsup
4

11t0  dan B=E(V1V1
T) adalah matriks definit positif 

Jika (Xi,Ti) adalah titk rancangan tetap, ada fungsi kontinyu yang didefinisikan 

pada [0,1] sedemikian hingga masing-masing komponen Xi  memenuhi : 

 Xi =  hj(Ti) + Vi,   1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ p         (2.18) 
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Dengan {Vi} adalah barisan bilangan real yang memenuhi 

 BVV
n
1

lim
n

1i

T
ii

n
=∑

=
∞→

                               (2.19) 

dan 

 ∑
=≤≤∞→

∞<
k

1i
i

nk1
n

n
Vmax

a
1

suplim                                            (2.20) 

dengan Vi = (Vi1,…,Vip)T , an = n1/2log n dan B matriks definit positif 

 

Asumsi  2. 

g (.) dan  hj(.)  kontinyu Lipschitz  

 

Asumsi 3.  Fungsi bobot ωni(.) memenuhi : 

)b(O)T(max).ii

)1(O)T(max).i

nP

n

1i
jni

nj,i1

P

n

1j
inj

ni1

=ω

=ω

∑

∑

=≤≤

=≤≤

  

)c(O)cTT(I)T(max).iii nPnij

n

1j
inj

ni1
=>−ω∑

=≤≤
 

dimana bn = n-2/3 log n dan cn = n-1/3 log n.. 

 

Lemma 2.2. 

Jika asumsi 1,2,3 dipenuhi maka BX
~

X
~

n
1

Lim T

n
=

∞→
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 2.3.2.1. Sifat kenormalan 

Dari lemma 2.2 dengan B adalah matriks definit positif, maka )n(OX~X~ T = , 

artinya terdapat bilangan real M1, sedemikian hingga : 

  1
T M)X

~
X
~

(
n
1

≤                        (2.21) 

dengan 0)X~(E T =ε  dan  X~X~)X~(Var T2T σ=ε  

 Menurut pertidaksamaan Chebyshev, yaitu jika variabel random dengan mean µ 

dan variansi berhingga ∇δ berlaku : 

  [ ] ( )









δ
µ−

≤δ≥µ− 2

2

)(
Z

EZP                     (2.22)  

dipilih 2
2/1 Mn=δ  pada persamaan  (2.22) dan menggunakan pertidaksamaan 

(2.21) terhadap variabel random εTX
~

, maka untuk setiap M2>0 berlaku : 

  [ ] ( )
2
2

12
2
2

2T2

2
2/1T

M
M

nM
X~X~

Mn0X
~

P σ≤










σ
≤≥−ε                 

atau  [ ]
2
2

12
2

T2/1

M
M

MX
~

nP σ≤≥ε−                               (2.23)  

jika untuk sebarang ε1>0 dipilih M2 sehingga 12
2

12

M
M

ε≤σ  maka 

2/1

2
2

1

1

1
2

2 M
MM

M 







σ=

ε
σ

≥  

Sehingga persamaan (2.23) dapat ditulis menjadi : 

[ ] 12
T2/1 MX

~
nP ε≤≥ε−                      (2.24) 
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berdasarkan definisi 2.9 dan 2.10  order dalam probabilitas maka pertidaksamaan 

(2.24) menjadi )n(OX
~ 2/1

p
T =ε  atau dinyatakan sebagai : 

 )n(oX
~

p
T =ε           (2.25) 

 Akan diselidiki distribusi asimtotis dari ε− T2/1 X
~

n  dengan menggunakan teorema 

2.4. Untuk menerapkan teorema limit pusat terhadap  ε− T2/1 X
~

n , dimisalkan  iX~  

vektor px1 yaitu baris ke- i dari matriks X~  dan iii X~Z ε= , maka : 

Var(Zi) = T
ii

2
i X~X~V σ=  

BX~X~
n
1

Lim

X
~

X
~

n
1

Lim

V
n
1

Lim

2T

n

2

T
ii

n

1i

2

n

n

1i
in

σ=σ=

σ=

=Σ

∞→

=
∞→

=
∞→

∑

∑

 

Jadi )B,0(NX
~

n
1

X
~

n
1 2dT

n

1i
ii σ→ε=ε∑

=

        (2.26) 

Persamaan ii
T
ii )(tĝXY ε++β=    dapat dipandang sebagai  ε+β= X~Y~  sehingga 

dperoleh : 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) )27.2(X~X~X~ˆ

X
~

X
~

X
~

X
~

X
~

X
~

X
~ˆ

X
~

X
~

X
~

X
~ˆ

Y
~

X
~

X
~

X
~ˆ

T1T
n

T1TT1T
n

T1T
n

T1T
n

ε+β=β

ε+β=β

ε+β=β

=β

−

−−

−

−

  

Atau  ( ) ε=β−β
− T1T

n X~X~X~ˆ  
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Kemudian dihitung : 

( )
( )

( )

)28.2(
n

X
~

X~X~
n
1

n
X
~

X
~

X
~

n

X
~

X
~

X
~

n
1

n

X~X~X~n)ˆ(n

T1
T

T
1T

T1T

T1T
n

ε






=

ε
=

ε=

ε=β−β

−

−

−

−

      

Dari  persamaan (2.26)  maka persamaan (2.28) menjadi  

ZB)ˆ(n 1d
n

−→β−β  dimana Z~N(0, σ2B)       (2.29) 

Dengan menggunakan teorema (2.5), maka untuk persamaan (2.29), jika Z~N(0, 

σ2B) maka B-1Z ~ N(0, σ2 B-1BB-1), sehingga 

 ( ) )B,0(Nˆn 12d
n

−σ→β−β            (2.30) 

 

2.3.2.2. Sifat Konsisten 

Estimator kuadrat terkecil nβ̂  konsisten untuk β  artinya 

( ) 1ˆPlim nn
=ε<β−β

∞→
atau bisa dituliskan plim nβ̂ =β . 

Dari persamaan (2.27) 

( )

ε





+β=β

ε





+β=β

ε+β=β

−

−

−

T
1

T
n

T
1

T
n

T1T
n

X~
n
1

X~X~
n
1

limpˆlimp

X
~

n
1

X
~

X
~

n
1ˆ

X
~

X
~

X
~ˆ
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β=β

+β=β

ε





+β=β

−

−

∞→

n

1
n

T
1

T

nn

ˆlimp

25.2persamaandan3.2lemmadari0.Bˆlimp

X
~

n
1

limpX
~

X
~

n
1

limˆlimp

 

 

2.3.3. Pemilihan Bandwith 

 Wahba (1975), Craven dan Wahba (1979) dan Golub, Heath dan Wahba 

(1979) telah memperkenal kriteria pemilihan Bandwith (h) yang optimal dengan 

menggunakan kriteria GCV (Generalized Cross-Validation) : 

 GCV(h) = RSS(h)/[1-n-1tr(A(h))]2 

 Dari persamaan  (2.10), ii
T
ii )g(TXY ε++β= , i=1,2,,3,...,n, dinyatakan  

dalam bentuk matriks : 

    Y= Xβ  + g + ε        (2.31)   

Didefinisikan Ŷ  adalah estimator dari E(Y) yang bergantung pada h yaitu : 

 

n

n

nn

nn

n

ˆX
~

WY

ˆX)W1(WY

ˆWXWYˆX

)ˆXY(WˆX

ĝˆXŶ

β+=

β−+=

β−+β=

β−+β=

+β=

 

Didefinisikan  Y)h(AŶ = ,  GCV(h) = RSS(h)/[1-n-1tr(A(h))]2 

RSS(h) merupakan rata-rata jumlah kuadrat error 

2121
2

1 Y))h(AI(nY)h(AYnŶYn)h(RSS −=−=−= −−−
                                 (2.32) 
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Sehingga : 

 

)W1(X
~

)X
~

X
~

(X
~

W)h(A

YY)W1(X
~

)X
~

X
~

(X
~

W)h(A

YY
~

X
~

)X
~

X
~

(X
~

W)h(A

YˆX
~

W)h(A

)Ydengandikalikan(ˆX
~

WYY)h(A

ŶY)h(A

T1T

1T1T

1T1T

1
n

1
n

−+=

−+=

+=

β+=

β+=

=

−

−−

−−

−

−

 

         Jadi T1T
X~X~ X

~
)X

~
X
~

(X
~

P),WI(PW)h(A −=−+=  

Dengan nilai GCV yang minimal akan didapatkan nilai bandwidth  yang 

optimal 
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BAB III 

MODEL LINEAR PARSIAL  

DENGAN KESALAHAN PENGUKURAN 

 

3.1. Estimasi Parameter β  dan Fungsi g(.) 

Diketahui suatu model linear parsial dari n sampel : ii
T
ii )g(TXY ε++β=   

Dimana kovariat Xi diukur dengan kesalahan. Sebagai pengganti  pengamatan Xi,  

diamati  : 

  Wi=Xi+Ui               (3.1) 

Dimana ukuran error Ui i.i.d, independen dengan (Yi,Xi,Ti) dengan mean 0 dan 

matriks kovariansinya ΣUU. Diasumsikan ΣUU diketahui. 

Dari persamaan (2.10) dan (3.1) didapatkan : 

*)Tg(W

U)Tg(W

)Tg(XY

ii
T
i

T
iii

T
i

ii
T
ii

ε++β=

β−ε++β=

ε++β=

          (3.2) 

Untuk β  diketahui sebagai parameter yang benar maka dapat dicari estimasi fungsi 

g(.) , dari persamaan (3.2) : 

*)Tg(WY ii
T
ii ε+=β−                  (3.3) 

Model (3.3)  dapat dipandang sebagai model regresi nonparametrik dengan respon 

β− T
ii WY , dari sub bab 2.2 diperoleh  : 

∑
=

β−ω=
n

1j

T
jjnj )WY)(T()t(ĝ             (3.4) 
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Dalam kasus ini diasumsikan bahwa  ε i  mempunyai mean 0 dan variansi tetap σ2 .  

Berarti { } 22
i

T
ii )Tg(XYE σ=−β−  , sehingga : 
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Persamaan (3.3) dapat dituliskan dalam bentuk : 
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Dengan MSE =
( )

n
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~

Y
~

ˆ

n
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∑

=
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=σ  

Karena  σ2  =  σ*2  -  βT∑UUβ     maka βΣβ−σ=σ ˆˆˆˆ UU
T2*2  

Sehingga : ( )∑ βΣβ−β−=σ −
n

i
nUU

T
n

2

n
T
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12
n

ˆˆˆW
~

Y
~
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Dari estimasi  σ2 pada persamaan (3.5), akan digunakan untuk menentukan 

estimasi β  sebagai berikut : 
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Diperoleh : 
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ββ∂
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Menurut Asumsi 1, B matriks definit positif, karena B merupakan matriks 

kovariansi dari X-E(X T). maka nβ̂  merupaka penaksir yang meminimalkan 

MSE 

Jadi Estimasi dari β  : 

( ) Y~W~n-W~W~ˆ T1

UU
T

n

−
Σ=β                        (3.6) 

Setelah mendapatkan nβ̂ , maka β  pada persamaan (3.4) diganti dengan nβ̂ , untuk 

menghitung )t(ĝ n .  
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=

β−ω=
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T
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3.2. Sifat Normalitas Asimtotis Untuk Bagian Parametrik 

  Untuk membahas sifat asimtotis dibutuhkan beberapa pengertian, asumsi 

dan lemma berikut : 

 

  Ketidaksamaan Abel : 

Barisan bilangan  a1,  a2, a3,…,an, b1,  b2,  b3,.., bn (b1 ≥ b2 ≥ b3 ≥…. ≥ bn ≥ 0) 

merupakan barisan bilangan real. Maka : 

  
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Asumsi 4. 

E(ε i) = E(Ui) = 0 dan  sup iE(ε i +Ui 4) < ∞ 

 

Lemma A1. 

Apabila  asumsi 1-4 dipenuhi, maka : 

)c(O)T(G)T()T(Gmax nPkj

n

1k
inkij

ni1
=ω− ∑

=≤≤
, j=1,2,3,…,p 

Go(.) = g( .) dan Gl(.) = hl(.), l=1,2,3,…,p 

 Dengan menggunakan asumsi  2 , 3 (iii) dan ketidaksamaan Abel, akan 

dibuktikan  Lemma A1 untuk g(.). 
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Bukti : 
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Dengan demikian Lemma terbukti .  ÿ 

 

Lemma A2. 

Apabila Asumsi 1-.4 dipenuhi,  maka :  

)1(oBX
~

X
~

n p
T1 +=−  
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Bukti : 

Didefinisikan : ∑ =
ω−=

n

1k ksiknisins X)T()T(h)T(h ,  Xjs = hs(Tj) + Vjs  elemen 
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Dengan SLLN maka )1(oBVV p

T
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1i i +=∑ =
, dan Lemma A1, berarti 

)n(oR p
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nsm = , dengan Lemma A1 dan ketidaksamaan Cauchy-Schwarz : 
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Lemma A.3 (Ketidaksamaan Bernstein). 

Misalkan Γ1, ..., Γn variabel random saling  bebas dengan mean 0 dan range 

terbatas: | Γi| ≤ Μ. Untuk setiap η > 0, 
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Lemma A.4. 

Apabila asumsi 1-4 dipenuhi, maka 
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Bukti : 

Ditetapkan L > 0 yang berdasarkan kenyataannya besar. Misalkan 
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Karena berdasarkan asumsi 1.3 P{I(BnL) = 1} dapat dibuat menjadi kecil dengan 

memilih L yang cukup besar, hal itu mencukupi untuk menunjukkan bahwa syarat 

kedua dalam (3.7) konvergen ke  nol untuk setiap L. 

 Aplikasi ketidaksamaan Bernstein ke (3.7) begitu rumit berdasarkan 

kenyataan bahwa syarat-syarat ωnj(Ti) dan I(BnL) = 1 adalah acak. Pertama kita 

kondisikan pada syarat-syarat ini dan akan tidak bersyarat kemudian. Untuk C 

yang cukup besar, pertama diberkan : 
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Dengan menggunakan ketidaksamaan Bernstein dengan η = Cn-2/5log(n) dan M = 

2Lbnn1/4. Kemudian pada sisi sebelah kanan dari bentuk yang terakhir dibatasi 

dengan 

Model linear parsial dengan kesalahan pengukuran
WIBAWATI, Prof.Drs. H. Subanar, PhD
Universitas Gadjah Mada, 2003 | Diunduh dari http://etd.repository.ugm.ac.id/



 
 
 

32 
 

                                                                                     

∑
∑=

=
−

−













′+
−

n

i
n

j jinjn

nL
TnnLCb

nnC
BI

1
1

25/24/1

25/42

)var()(2)log(4

)(log
exp)(2

εω
  (3.8) 

Dengan bn = n-4/5  dan ∞<′ )var( jε . Pada persamaan bahwa I(BnL) = 1, dengan 

demikian diperoleh : 
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Hal menandakan bahwa (3.8) dibatasi dengan 2nI(BnL)exp{-(C/L)log(n)} ≤ n-3/2 

untuk  C yang cukup besar. Karena ekspresi terakhir independen terhadap 
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Lebih jelasnya, 
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dengan ketidaksamaan Hölder, 

{ } ( ) 4/11/4
4/44/1 )}n |(|{)( p

j

p

jj

p

j

p

j PEnIEE −>≤>=′′ εεεεε  

dimana dengan ketidaksamaan Chebychev yang dibatasi oleh 

4/44/1 )||( p
j

p En ε+−≤ . Oleh karena itu : 

)(|)(| 4/

1

p
n

j

p
jj nOpEE =′′−′′∑

=

εε        (3.11) 

Dengan subtitusi (3.11) kedalam (3.10),  diperoleh : 
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Lemma A.5. Apabila asumsi 1 – 4 dipenuhil, maka : 
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Perlakuan yang sama jika g(Ti) digantikan dengan hj(Ti). 
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Bukti : 

 Akan dibuktikan hanya langkah pertama, sedangkan langkah- langkah yang 
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Dengan Lemma A1 bentuk kedua adalah oP(1). Untuk bentuk pertama, misalkan ri 

adalah kejadian nlogcg~ ni >  . Kemudian 
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Karena  { } )nlog(c1r(Ig~ nii ≤=  independen terhadap Ui, bentuk pertama pada 

(3.12) adalah order  { } )1(o)n(logcnO 22
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n =ξ−  Syarat kedua dapat dengan mudah 
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Apabila asumsi asumsi 1- 4 dipenuhi, maka : 
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Bukti : 
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Dengan menggunakan asumsi 3 (ii) bentuk kedua menuju ke 0. 

Untuk bentuk I : 
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Persamaan terakhir dipenuhi karena Ui dan 
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Kenyataannnya : 
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Bentuk kedua bernilai 0. Bentuk pertama sama dengan : 

Model linear parsial dengan kesalahan pengukuran
WIBAWATI, Prof.Drs. H. Subanar, PhD
Universitas Gadjah Mada, 2003 | Diunduh dari http://etd.repository.ugm.ac.id/



 
 
 

36 
 

                                                                                     

{ }2
ijjinj

n

1j

,i,1r()T(E ∀=εω∑
=

 

dan persamaan ini mempunyai order )1(o)}n(lognb{O 22
n = . � 

 

Lemma A7 

Apabila  asumsi 1- 3 dipenuhi dan E(ε i +Ui 4) < ∞, maka  

uu
T1

n
BW

~
W
~

nlim Σ+=−

∞→
                   (3.13) 

β=−

∞→
BY

~
W
~

nlim T1

n
                               (3.14) 

2TT1

n
BY

~
Y
~

nlim σ+ββ=−

∞→
                              (3.15) 

Bukti: 
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Dengan SLLN dan  Lemma A.2 diperoleh : 
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dapat kita buktikan bahwa  ( ) ( )1OUTsup kmjnk
n

1knj Ρ=≤ =ωΣ , Dari persamaan 

(3.17) dan asumsi 3(ii) dapat ditarik kesimpulan bahwa tiap bentuk diatas menuju 
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Lemma A8. 
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Sehingga didapatkan  : 
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Dengan cara yang sama diperoleh an2 = op(1) 
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Dengan cara yang sama diperoleh bn2 = op(1) dan bn3 = op(1) 

Dari I dan II, maka Lemma terbukti. ÿ 
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Theorema 3.2.1. 

Apabila asumsi  1- 4 dipenuhi, maka : 
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dengan demikian Teorema terbukti. � 
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3.3. Sifat Asimtotis Untuk Bagian  Nonparametrik. 

Theorema 3.3.1 

Apabila 1-.3  dipenuhi dan ωni(t) kontintinu Lipschitz order 1 untuk semua i,         

i = 1,2,…,n. Jika E(ε4 + 
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Dengan demikian teorema terbukti. ÿ 

 

3.4. Simulasi 

 Dari model linear parsial dengan kesalahan pengukuran, 

*
ii

T
ii )T(gWY ε++β= , akan dilakukan simulasi dengan g(t)=t3, β=5, U~N(0,1), 

ε~N(0,1), T~U(0,1) dan  n = 200. Estimasi nonparametrik digunakan estimator 

Nadaraya Watson dengan kernel Gaussian dan kriteria pemilihan parameter 

penghalus h  dengan GCV. 

 Dari  Lampiran 2, plot Y dengan W  dan Y dengan T, nampak hubungan Y 

dan W cenderung  linear, Y dan T tidak terlihat pola yang jelas. Sehingga untuk 

mengestimasi parameter dan fungsi yang tidak diketahui digunakan model linear 

parsial dengan kesalahan pengukuran.  
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                Gambar 3.1. Plot ( )β−βn

2/1 ˆn  dengan n=30 
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                 Gambar 3.2.  Plot ( )β−βn

2/1 ˆn  dengan n=50 
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                 Gambar 3.3. Plot ( )β−βn

2/1 ˆn  dengan n=100 
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  Gambar 3. 4. Plot antara t dengan Y  dan estimasi g(t) dengan h=0.024 
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                Gambar 3. 5. Plot antara Residual dan Prediksi 
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           Gambar 3. 6. QQ plot residual 
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 Dari hasil simulasi dengan h=0.024 diperoleh, β̂ =5.164, 318.2ˆ UU =σ  

Dari Gambar  3.1, 3.2 dan 3.3,  distribusi  ( )β−βn
2/1 ˆn  untuk n berturut-turut  

30,50 dan 100, memberikan pendekatan yuang cukup bagus terhadap distribusi 

normal. Dari plot residual dengan prediksi pada gambar 5, nampak residual 

teralokasi secara random, yang mengindikasikan model sesuai dengan data. 

Dari qq plot pada gambar 6, residual dapat dibentuk garis lurus, yang 

mengindikasikan  residual mengikuti distribusi normal 
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BAB IV 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 

4.1. Kesimpulan 

 Pada Model Linear Parsial dengan Kesalahan Pengukuran, 

iε++β= )g(TXY i
T
ii , komponen nonparametrik g(.) diestimasi dengan estimator 

Nadaraya Watson : ∑
=

β−ω=
n

1j

T
jjhj )WY)(T()t(ĝ , sedangkan untuk bagian 

parametrik : ( ) Y
~

W
~

W
~

W
~ˆ TT

n

1

UUn-
−

Σ=β      

Sifat kenormalan asimtotis estimator  nβ̂  adalah: 

 

dengan ( ) ( ){ }[ ] ( ){ } ( ).UUEUUETXEXUE 2T2

UU
T2T ε+βΣ−+−β−ε=Γ

⊗⊗
,  

dimana A⊗2=AAT  

Bias asimptotik dan variansi asimtotik dari )t(ĝ n  adalah : 

 )t(g)T(g)t(
n

1i
ini −ω∑

=

 dan    ( )∑
=

σ+βΣβω
n

1i

2
UU

T2
ni )t(           

 

4.2. Saran 

Untuk penelitian lebih lanjut, perlu diberikan  kasus-kasus nyata yang 

diterapkan pada model linear parsial dengan kesalahan pengukuran, serta 

identifikasi variabel-variabel prediktornya. 

  
 
 

( ) ( ),BB,0Nˆn 11d
n

2/1 −− Γ→β−β
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RINGKASAN 

BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1. Latar Belakang 

  Jika terdapat n pengamatan saling bebas (Xi,Yi), i=1,2,3,...,n, persamaan 

regresi dinyatakan sebagai berikut : 

   Yi = g(Xi) + ε i, i=1,2,3,...,n    (1.1) 

Dengan g fungsi regresi tidak diketahui, ε i, i=1,2,3,...,n merupakan variabel 

kesalahan random. 

Model regresi dengan menganggap bahwa bentuk fungsi g(.) diketahui disebut 

model regresi parametrik, sedangkan jika bentuk fungsi g(.) tidak diketahui 

disebut model regresi nonparametrik. 

Pada pendekatan nonparametrik akan lebih fleksibel untuk mencari kurva 

estimator yang sesuai dengan data karena model tidak ditentukan lebih dahulu 

seperti pada model parametrik.. 

 Jika sebagian variabel random independen mempunyai hubungan fungsional 

dengan variabel respon dalam bentuk spesifikasi tertentu, sedangkan variabel 

independen lainnya mempunyai hubungan fungsional dalam bentuk fungsional 

tidak tertentu, maka digunakan pendekatan dengan model linear parsial. Dengan 

model ii
T
ii )g(TXY ε++β= . Xi dan Ti merupakan vektor variabel penjelas, yang 

merupakan titik design tidak random (fixed). Fungsi g merupakan fungsi yang 

tidak diketahui dan β  = (β1,β2,...,βP)T  merupakan parameter tidak diketahui, ε i, 
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i=1,2,3,...,n  merupakan kesalahan random dengan mean 0 dan variansi tetap (pola 

homoskesdastisitas).  

Pada kasus model linear parsial dengan kesalahan pengukuran yaitu kovariat  

Xi diukur dengan kesalahan,  sebagai pengganti pengamatan  Xi , diamati : 

   Wi=Xi+Ui           

Dimana kesalahan ukuran Ui i.i.d, independen dengan (Yi,Xi,Ti) dengang mean 0 

dan matriks kovariansinya ΣUU diasumsikan diketahui.  

 

1.2. Permasalahan 

Permasalahan dalam penelitian ini adalah bagaimana menentukan estimasi 

parameter dan sifat normalitas asimtotis nβ̂  pada model liner parsial dengan 

kesalahan pengukuran 

 

1.3. Tujuan Penelitian 

Tujuan dalam penelitian ini adalah menentukan  estimasi parameter dan sifat 

normalitas asimtotis nβ̂  pada model linear parsial dengan kesalahan pengukuran. 

. 

1.4. Tinjauan Pustaka 

Dalam praktek, penerapan dari model linear parsial banyak sekali. Engle, 

Granger, Rice dan Weiss (1966), yang pertama kali menggunakan model ini. 

Mereka menganalisa hubungan antara temperatur dan penggunaan listrik. 

Speckman (1988) menerapkan model linear parsial pada percobaan obat 

kumur. 
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Sedangkan untuk model dengan kesalahan pengukuran telah diteliti oleh 

Fuller (1987), Carrol, Rupper and Stefanskim (1995). Andrew Chesher (1991) 

meneliti tentang efek dsri kesalahan pengukuran. 

Green, Jennison dan Seheult (1985), Goa (1992) telah mempelajari sifat-sifat 

asimtotis dari estimator  dengan kuadrat terkecil pada kasus design titik non 

random 

Engle, Grangeerm Rice dan Weiss (1986), Heckman (1996), rice (1986) 

Whaba (1990), Green dan Silverman (1994) dan Eubank, Kambour, Kim, Klipple, 

reese dan Schimek (1998) menggunakan teknik penghalusan untuk  penakasiran 

parameter. 
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BAB II 

 PENGERTIAN DASAR 

 

2.1. Regresi Parametrik 

Diberikan n pasangan pengamatan {(Xi,Yi)} n
1i= . Pandang model regresi : 

 Yi = m(Xi) + ε i, i=1,2,...,n          (2.1) 

Dimana Yi merupakan variabel respon, Xi variabel prediktor dan ε i kesalahan 

random, dengan asumsi tidak berkorelasi dan mean 0. 

Asumsi pada regresi parametrik adalah bentuk fungsi regresi  m(.) diketahui, 

kecuali untuk sejumlah berhingga parameter yang tidak diketahui, yaitu ada 

vektor parameter β= (β1, β2,...,βp)T dan ada fungsi m(.;β) sehingga m(.) = m(.;β). 

Fungsi regresi m(.;β), dapat berbentuk linear dalam parameter ataupun  non linear. 

Fungsi disebut non linear jika minimal non linear dalam satu parameter. Dan 

disebut linear jika terdapat fungsi diketahui f1,f2,...,fp sedemikian hingga  

∑
=

β=
p

1j
jj )x(f)x(m . Akan tetapi dalam tulisan ini dibatasi pada model yang linear 

saja. Sehingga jika terdapat {(Xi,Yi)} n
1i= , pengamatan, maka model akan menjadi : 

 i

p

1j
ijji )x(fY ε+β= ∑

=

; i=1,2,...,n         (2.2) 

Model diatas jika dituliskan dalam notasi matriks akan menjadi : 

 Y=Xβ  + ε         

Dimana  Y= (y1,y2,..,yn)T , β  = (β1,β2, ...,βP)T   dan ε  = (ε1, ε2,..., εn)T, dengan asumsi  

ε i ~ (0, σ2In) .  
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Dengan model (2.2), untuk mengestimasi m ekuivalen dengan 

mengestimasi koefisien-koefisien regresi yaitu β  = (β1,β2, ...,βP)T.  

Ada beberapa metode panaksiran parameter regresi, salah satunya metode 

kuadrat terkecil.  Metode ini meminimalkan ε Tε   terhadap β . Diperoleh : 

β̂  = (XT X)-1(XTY)           (2.3) 

Dengan sifat estimator tersebut : 

1. β̂  merupakan penaksir yang tak bias untuk β  

2. Var( β̂ ) = σ2(XT X)-1 

3. β̂  merupakan penaksir terbaik, yang berarti diantara semua panaksir linear   

     takbias untuk β , β̂  mempunyai variansi minimal. 

 

2.2. Regresi Non Parametrik 

Untuk n pasangan pengamatan {(Ti,Yi)} n
1i= , diberikan model regresi 

nonparametrik sebagai berikut : 

   Yi = g(Ti) + ε i, i=1,2,3,...,n        (2.4) 

Dimana Yi merupakan variabel respon, Ti variabel prediktor dan ε i kesalahan 

random, dengan asumsi tidak berkorelasi dan mean 0.  

Dalam regresi nonparametrik tidak ada asumsi tentang bentuk fungsi 

regresi g(.). Hal ini memberikan flexibilitas yang lebih besar didalam bentuk yang 

mungkin dari fungsi regresi. Untuk mengkonstruksi model regresi nonparametrik 

terlebih dahulu dipilih ruang fungsi yang sesuai, dimana fungsi regresi g(.) 
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diyakini termasuk didalamnya. Pemilihan ruang fungsi ini biasanya dimotivasi 

oleh sifat kelicinan yang diasumsikan dimiliki oleh fungsi regresi.  

Ada beberapa teknik untuk mengestimasi fungsi regresi g(.), salah satunya 

adalah dengan estimator kernel. Sebagai contoh estimator kernel untuk fungsi 

regresi g(.)  : 

∑

∑

=

−

=

−

−

−
=

n

1j
jh

1

n

1i
iih

1

n

)Tt(Kn

Y)Tt(Kn
)t(ĝ         

dimana h : lebar pita (bandwidth); Kh(t)=h-1K(t/h), dan  K disebut fungsi kernel 

 

2.2.1 Fungsi Kerne l 

 Diberikan suatu sampel random Xi, i=1,2,3,...,n iid. Karakteristik dasar 

yang menggambarkan kalakuan dari suatu variabel random adalah fungsi densitas 

f dari sampel random tersebut. Berdasarkan sampel random ini akan diestimasi 

fungsi densitas f yang tidak diketahui dengan pendekatan kernel. Kernel K 

didefinisikan (Hardle, 1990) : 

 





=

h
t

K
h
1

)t(K h  

dengan h adalah bandwidth. Fungsi densitas f diestimasi dengan : 

 ∑∑
==







 −

=−=
n

1i

i
n

1i
ihh h

Tt
K

nh
1

)Tt(K
n
1

)t(f̂                (2.5) 
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Definisi  2.1.  

Kernel K adalah fungsi bernilai real, kontinyu, terbatas, simetri dan integralnya 

sama dengan 1.  ∫
∞

∞−

K(t)dt =1 dan ∫
∞

∞−

t K(t)dt = 0 

Beberapa fungsi kernel (Hardle1990)   : 

Kernel K(u) 
Uniform 

Triangle 

Epanechnikov 

Quartic 

Triweight 

Gaussian 

Cosinus 

)1u(I2
1 ≤  

)1u(I)u1( ≤−  

)1u(I)u1( 2
4
3 ≤−  

)1u(I)u1( 22
16
15 ≤−  

)1u(I)u1( 32
32
35 ≤−  

)uexp( 2
2
1

2
1 −

π
 

)1u(I)u(Cos 44 ≤ππ  

 

Dari definisi kernel diatas maka : ∫
∞

∞−

= 1dt)t(f̂ h   

Estimator kernel untuk fungsi densitas bersama variabel random T dan Y 

diperoleh dengan kernel multiplikatif : 

 ∑
=

−−=
n

1i
i2hi1h2h1h )Yy(K)Tt(K

n
1

)y,t(f̂                                                (2.6) 

 

Lemma 2.1 

 Jika ∑
=

−−=
n

1i
i2hi1h2h1h )Yy(K)Tt(K

n
1

)y,t(f̂   maka  
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 ∑∫
=

∞

∞−

−=
n

1i
ii1h2h1h Y)Tt(K

n
1

dy)y,t(f̂y                                                    (2.7) 

Selanjutnya estimator  kernel untuk model regresi nonparametrik  Yi = g(Ti) + ε i 

Dikonstruksikan sebagai berikut : 

Kurva regresi :    
)t(f

dy)y,t(yf
)tTY(Eg(t) ∫===            (2.8) 

dimana f(t,y) merupakan fungsi densitas bersama (T,Y) dan f(t) fungsi densitas 

marginal untuk T.  

Estimator natural untuk g(t) adalah dengan mengganti pembilang dan penyebut 

pada persamaan  (2.8), (2.5) dan (2.7)  dengan mengambil bandwidth yang sama 

yaitu h, maka diperoleh : 

 ∑
∑

∑∫
=

−

=

−

=

−

=
−

−
==

n

1i
ini

1
n

1j
jh

1

n

1i
iih

1

h

2h1h
Y)t(Wn

)Tt(Kn

Y)Tt(Kn

)t(f̂

dy)y,t(f̂y
)t(ĝ            (2.9) 

dengan 

∑
=

− −

−
= n

1j
jh

1

ih
ni

)Tt(Kn

)Tt(K
)t(W  

Persamaan (2.9)   telah di temukan oleh Nadaraya (1964) dan Watson 

(1964). Oleh karena itu estimator ini sering disebut “Estimator  Nadaraya 

Watson”. 

Karena persamaan (2.9) tergantung pada nilai h, maka nilai-nilai ekstrim untuk h 

mengakibatkan :  
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- Anggap estimator kernel hanya dihitung pada pengamatan {Ti, i=1,2,..,n}. 

Maka jika hà0,  i
i

in Y
)0(K
Y)0(K

)T(ĝ =→  

Jadi bandwidth (h) sangat kecil, estimator akan menuju ke data 

- Jika hà∞  maka )0(K
h
Tt

K i →





 −

, akibatnya 

( )
YYn

)0(nKn

Y)0(Kn

)0(Kn

Y)0(Kn
)T(ĝ

n

1i
i

i

n

1i
n

1i

i

n

1i
in

1

1

1

1

1

===→ ∑
∑

∑

∑
=

=

=

= −

−

−

−

−

 

 Jadi bandwidth (h) sangat besar, estimator akan sangat mulus dan menuju 

rata-rata dari variabel respon. 

Jika diambil 

∑
=

−

−
=ω n

1j
jh

ih
ni

)Tt(K

)Tt(K
)t(  maka estimator g(t) ekuivalen dengan : 

∑
∑

∑
=

=

−

=

−

ω=
−

−
=

n

1i
inin

1j
jh

1

n

1i
iih

1

Y)t(
)Tt(Kn

Y)Tt(Kn
)t(ĝ  

 

2.3. MODEL LINEAR PARSIAL 

Model Linear Parsial merupakan gabungan dari regresi parametrik dan 

regresi nonparametrik. Model  linear parsial mengasumsikan data  {(Xi, Ti, Yi) : 

i=1,2,...,n}  mempunyai bentuk : 

ii
T
ii )g(TXY ε++β= .         (2.10) 
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Xi dan Ti merupakan vektor variabel penjelas, yang merupakan titik design tidak 

random (fixed). g merupakan fungsi yang tidak diketahui dan β  = (β1,β2,...,βP)T 

merupakan parameter tidak dikatahui, ε i , i=1,2,3,...,n  merupakan kesalahan 

random dengan mean 0 dan variansi tetap. βT
iX  merupakan komponen 

parametrik, dimana estimasinya dilakukan dengan metode Least Square. 

)g(Ti merupakan komponen nonparametrik, dimana estimasinya menggunakan 

estimator kernel. 

 

 2.3.1.  Estimasi parameter 

  Jadi jika β  adalah parameter sebenarnya, persamaan (2.10) dapat 

dinyatakan sebaga i : 

   ii
T
ii )g(TXY ε+=β−         (2.11) 

Jika β−= T
ii

*
i XYY , maka dengan menggunakan teori regresi diperoleh : 

)t(g

*dy*)y,t(g*y
)t)tT*Y(E)t(g ∫====                 (2.12) 

Untuk fungsi densitas bersama g(t,Y*) diestimasi dengan pergandaan kernel  

 

( )

∑

∑ ∫

∑ ∫∫

∑

=

−

=

−

=

−

=

−

−=

+−=








 −
−=

−−=

n

1i

*
ii1h

1

n

1i

*
i2i1h

1

*
n

1i 2

*
i

*

2

*

i1h
1**

2h1h
*

n

1i

*
i

*
2hi1h

1*
2h1h

Y)Tt(Kn

ds)s(KYsh)Tt(Kn

dy
h

Yy
K

h
y

)Tt(Kndy)y,t(ĝy

)Yy(K)Tt(Kn)y,t(ĝ
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Sehingga diperoleh : 

 ∑
∑

∑
=

=

= β−ω=
−

−
=

n

1i

T
iinin

1j
jh

n

1i

*
iih

n )XY)(t(
)Tt(K

Y)Tt(K
)t(ĝ       (2.13) 

dimana : 

 








 −








 −

=
−

−
=ω

∑∑
== h

Tt
K

h
Tt

K

)Tt(K

)Tt(K
)t(

j
n

1j

i

n

1j
jh

ih
hi  

Selanjutnya )t(ĝ n  menggantikan g(t) pada persamaan (2.10), sehingga 

didapatkan model estimasi sebagai berikut : 

ii
T
ii )(TĝXY ε++β=           (2.14) 

Berdasarkan model diatas, dengan menggunakan metode kuadrat terkecil 

diperoleh taksiran β  dengan meminimumkan εε'  sebagai berikut :  

 ( ) Y~X~X~X~ˆ T1T
n

−
=β                                       (2.15) 

dengan  









ω−=








ω−= ∑∑

==

n

1j
jinjii

n

1j
jinjii Y)T(YY

~
,X)T(XX

~
 

)X~,...,X~,X~(X~,)Y~,...,Y~,Y~(Y~ n21
T

n21
T ==  

Setelah mendapatkan nβ̂ , maka β  pada persamaan (2.13) diganti dengan nβ̂ , 

untuk menghitung )t(ĝ n .  

)ˆXY)(t()t(ĝ
n

1i

T
iinin β−ω= ∑

=

 

 

Model linear parsial dengan kesalahan pengukuran
WIBAWATI, Prof.Drs. H. Subanar, PhD
Universitas Gadjah Mada, 2003 | Diunduh dari http://etd.repository.ugm.ac.id/



 
 
 

61 
 

                                                                                     

2.3.2. Sifat Asimtotik Estimator 

Untuk mendapatkan sifat-sifat asimtotik untuk β  diperlukan beberapa 

pengertian, teorema dan asumsi berikut : 

 

Definisi 2.2. 

Fungsi g dikatakan kontinyu di x bila untuk setiap ε>0 terdapat δ>0 sedemikian 

hingga untuk setiap y dalam domain fungsi dengan |x-y| < δ berlaku |g(x)-g(y) | < ε 

 

Definisi 2.3. (Rudin, W, 1976) 

Fungsi g dikatakan kontinyu Lipschitz pada [a,b] bila terdapat konstanta M > 0 

sedemikian hingga |g(x)-g(y) | < M| x-y |. untuk setiap x,y dalam [a,b] 

 

Definisi 2.4. (Pfeffer, W.F, 1993) 

Konvergen Dalam Probabilitas (Casella, Berger, 1990) 

Barisan variabel random X1,X2,X3,... konvergen dalam probabilitas ke suatu 

variabel random X jika untuk setiap ε>0,  ( ) 0XXPLim nn
=ε≥−

∞→
atau  

( ) 1XXPLim nn
=ε<−

∞→
 atau biasa ditulis XX P

n →  

 

Definisi 2.5. 

Konvergen Hampir Pasti (Casella, Berger, 1990) 

Barisan variabel random X1,X2,X3,... konvergen hampir pasti ke suatu variabel 

random X jika untuk setiap ε>0, 1)XXLim(P nn
=ε<−

∞→
 atau biasa ditulis 
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XX s.a
n →  

 

Definisi 2.6. 

Konvergen Dalam Distribusi (Casella, Berger, 1990) 

Barisan variabel random X1,X2,X3,... konvergen dalam distribusi ke suatu variabel 

randon X jika   ( ) ( )xFxFLim XXnn
=

∞→
pada setiap titik x dimana FX (x) kontinyu.  

Atau biasa ditulis XX d
n →  

 

Teorema 2.1. 

Strong Law of Large Number (Casella, Berger, 1990) 

Jika Xi, i=1,2,...  variabel random i.i.d. dengan mean µ<∞, maka  

 µ→=
∑

= s.a

n

1i
i

n n

X
X   untuk nà∞ 

 

Teorema 2.2. 

Weak Law of Large Number (Casella, Berger, 1990) 

Jika Xi, i=1,2,...  variabel random i.i.d. dengan mean µ<∞, maka  

 µ→=
∑

= P

n

1i
i

n n

X
X   untuk nà∞ 
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Definisi 2.7.  (Serfling R.J, 1980) 

Barisan {a n} dan  {bn} dinyatakan sebagai an = O(bn) jika terdapat bilangan real M 

sedemikian sehingga M
b
a

n

n =  

 

Definisi 2.8. (Serfling R.J, 1980) 

Barisan {a n} dan  {bn} dinyatakan sebagai an = o(bn) jika  0
b
a

lim
n

n

n
=

∞→
 

Dengan sifat dari “O” : 

- jika an1 = O(bn1), an2 = O(bn2) maka an1 + an2 = O(bn1 + bn2) 

- jika α > 0 adalah konstanta, an = O(α bn) maka an = O(bn) 

- jika an1 = O(bn1), an2 = O(bn2) maka an1 . an2 = O(bn1 . bn2) 

 

Definisi 2.9.  (Serfling R.J, 1980) 

Barisan {a n} dan  {bn} dinyatakan sebagai an = Op(bn) jika terdapat bilangan real 

M dan N sedemikian sehingga Nn,M
b
a

P
n

n >∇ε≤








>  

 

Definisi 2.10. (Serfling R.J, 1980) 

Barisan {a n} dan  {bn} dinyatakan sebagai an = op(bn) jika untuk semua ε > 0  

sedemikian sehingga 0
b
a

Plim
n

n

n
=









ε≥
∞→
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Teorema 2.3  Teorema Limit Pusat (Casella, Berger, 1990) 

Misalkan  Xi, i=1,2,...  variabel random i.i.d. yang mempunyai mgf (Mx(t) ada 

untuk  |t|<h, untuk beberapa h positif). Misal E(xi) = µ dan var(xi) = σ2
. 

Didefinisikan  ∑
=

=
n

1i
in X

n
1

X ,   Gn(x) merupakan fungsi distribusi kumulatif dari 

( ) σµ− /Xn n . Maka untuk sembarang x, -∞<x<∞,  

 dye
2
1

)x(GLim
x

2/y
nn

2

∫
∞−

−

∞→ π
= , yaitu ( ) σµ− /Xn n  berdistribusi normal 

standart. 

 

Teorema 2.4. (Sen, P.K dan Singer,1993) 

Jika {Xi} merupakan vektor random i.i.d pada RP
 dengan mean µi  dan matriks 

kovarian  Σi , maka : 

 ( ) ∑∑
=

−
∞→

=

− Σ=ΣΣ→µ−
n

1i
i

1
n

d
n

1i
i

2/1 nlim),,0(NXn  

 

Teorema 2.5. (Sen, P.K dan Singer,1993) 

Jika Z~N(µ,Ω) dan A adalah suatu matriks, maka vektor U=AZ~N(Aµ, AΩAT) 

Jika komponen Xi =(Xij). Didefinisikan :  hj(Ti) = E(XijTi) dan Vi = Xi - E(XiTi) 

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ p 

 Asumsi 1. 

∞<=≤≤ )tTXEsup
4

11t0  dan B=E(V1V1
T) adalah matriks definit positif 
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Asumsi  2. 

g (.) dan  hj(.)  kontinyu Lipschitz  

 

Asumsi 3.  Fungsi bobot ωni(.) memenuhi : 

)b(O)T(max).ii

)1(O)T(max).i

nP

n

1i
jni

nj,i1

P

n

1j
inj

ni1

=ω

=ω

∑

∑

=≤≤

=≤≤

  

)c(O)cTT(I)T(max).iii nPnij

n

1j
inj

ni1
=>−ω∑

=≤≤
 

dimana bn = n-2/3 log n dan cn = n-1/3 log n.. 

 

Lemma 2.2. 

Jika asumsi 1,2,3 dipenuhi maka BX
~

X
~

n
1

Lim T

n
=

∞→
 

 

2.3.1.1. Sifat kenormalan 

Dari lemma 2.2 dengan B adalah matriks definit positif, maka 

)n(OX~X~ T = , artinya terdapat bilangan real M1, sedemikian hingga : 

  1
T M)X

~
X
~

(
n
1

≤                        (2.16) 

dengan 0)X~(E T =ε  dan  X~X~)X~(Var T2T σ=ε  

 Menurut pertidaksamaan Chebyshev, yaitu jika variabel random dengan mean µ 

dan variansi berhingga ∇δ berlaku : 
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  [ ] ( )









δ
µ−

≤δ≥µ− 2

2

)(
Z

EZP                     (2.17)  

dipilih 2
2/1 Mn=δ  pada persamaan  (2.17) dan menggunakan pertidaksamaan 

(2.16) terhadap variabel random εTX
~

, maka untuk setiap M2>0 berlaku : 

  [ ] ( )
2
2

12
2
2

2T2

2
2/1T

M
M

nM
X~X~

Mn0X
~

P σ≤










σ
≤≥−ε                 

atau  [ ]
2
2

12
2

T2/1

M
M

MX
~

nP σ≤≥ε−                               (2.18)  

jika untuk sebarang ε1>0 dipilih M2 sehingga 12
2

12

M
M

ε≤σ  maka 

2/1

2
2

1

1

1
2

2 M
MM

M 







σ=

ε
σ

≥  

Sehingga persamaan (2.18) dapat ditulis menjadi : 

[ ] 12
T2/1 MX

~
nP ε≤≥ε−                       (2.19) 

berdasarkan definisi 2.9 dan 2.10  order dalam probabilitas maka pertidaksamaan 

(2.19) menjadi )n(OX
~ 2/1

p
T =ε  atau dinyatakan sebagai : 

  )n(oX
~

p
T =ε                      (2.20) 

Akan diselidiki distribusi asimtotis dari ε− T2/1 X
~

n  dengan menggunakan teorema 

2.4. Untuk menerapkan teorema limit pusat terhadap  ε− T2/1 X
~

n , dimisalkan  iX~  

vektor px1 yaitu baris ke- i dari matriks X~  dan iii X~Z ε= , maka : 

Var(Zi) = T
ii

2
i X~X~V σ=  
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BX~X~
n
1

Lim

X
~

X
~

n
1

Lim

V
n
1

Lim

2T

n

2

T
ii

n

1i

2

n

n

1i
in

σ=σ=

σ=

=Σ

∞→

=
∞→

=
∞→

∑

∑

 

Jadi )B,0(NX
~

n
1

X
~

n
1 2DT

n

1i
ii σ→ε=ε∑

=

        (2.21) 

Persamaan ii
T
ii )(tĝXY ε++β=    dapat dipandang sebagai  ε+β= X~Y~  sehingga 

dperoleh : 

 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) )22.2(X~X~X~ˆ

X
~

X
~

X
~

X
~

X
~

X
~

X
~ˆ

X
~

X
~

X
~

X
~ˆ

Y
~

X
~

X
~

X
~ˆ

T1T
n

T1TT1T
n

T1T
n

T1T
n

ε+β=β

ε+β=β

ε+β=β

=β

−

−−

−

−

    

 Atau  

( ) ε=β−β
− T1T

n X~X~X~ˆ  

Kemudian dihitung : 

( )
( )

( )

)23.2(
n

X
~

X~X~
n
1

n
X
~

X
~

X
~

n

X
~

X
~

X
~

n
1

n

X~X~X~n)ˆ(n

T1
T

T
1T

T1T

T1T
n

ε






=

ε
=

ε=

ε=β−β

−

−

−

−

  

Dari  persamaan (2.21)  maka persamaan (2.23) menjadi  

ZB)ˆ(n 1D
n

−→β−β  dimana Z~N(0, σ2B)       (2.24) 

Model linear parsial dengan kesalahan pengukuran
WIBAWATI, Prof.Drs. H. Subanar, PhD
Universitas Gadjah Mada, 2003 | Diunduh dari http://etd.repository.ugm.ac.id/



 
 
 

68 
 

                                                                                     

Dengan menggunakan teorema (2.5), maka untuk persamaan (2.24), jika Z~N(0, 

σ2B) maka B-1Z ~ N(0, σ2 B-1BB-1), sehingga 

 ( ) )B,0(Nˆn 12D
n

−σ→β−β         (2.25) 

 

2.3.1.2. Sifat Konsisten 

Estimator kuadrat terkecil nβ̂  konsisten untuk β  artinya 

( ) 1ˆPlim nn
=ε<β−β

∞→
atau bisa dituliskan plim nβ̂ =β . 

Dari persamaan (2.27) 

( )

ε





+β=β

ε





+β=β

ε+β=β

−

−

−

T
1

T
n

T
1

T
n

T1T
n

X~
n
1

X~X~
n
1

limpˆlimp

X
~

n
1

X
~

X
~

n
1ˆ

X
~

X
~

X
~ˆ

 

β=β

+β=β

ε





+β=β

−

−

∞→

n

1
n

T
1

T

nn

ˆlimp

25.2persamaandan3.2lemmadari0.Bˆlimp

X
~

n
1

limpX
~

X
~

n
1

limˆlimp

 

 

2.3.2. Pemilihan Bandwith 

 Wahba (1975), Craven dan Wahba (1979) dan Golub, Heath dan Wahba 

(1979) telah memperkenal kriteria pemilihan Bandwith (h) yang optimal dengan 

menggunakan kriteria GCV (Generalized Cross-Validation) : 

 GCV(h) = RSS(h)/[1-n-1tr(A(h))]2 
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 Dari persamaan  (2.10), ii
T
ii )g(TXY ε++β= , i=1,2,,3,...,n, dinyatakan  

dalam bentuk matriks : 

    Y= Xβ  + g +ε                   (2.31)   

Didefinisikan Ŷ  adalah estimator dari E(Y) yang bergantung pada h yaitu : 

 

n

n

nn

nn

n

ˆX
~

WY

ˆX)W1(WY

ˆWXWYˆX

)ˆXY(WˆX

ĝˆXŶ

β+=

β−+=

β−+β=

β−+β=

+β=

 

Didefinisikan  Y)h(AŶ = ,  GCV(h) = RSS(h)/[1-n-1tr(A(h))]2 

RSS(h) merupakan rata-rata jumlah kuadrat error 

2121
2

1 Y))h(AI(nY)h(AYnŶYn)h(RSS −=−=−= −−−
                                 (2.32) 

Sehingga : 

 

)W1(X
~

)X
~

X
~

(X
~

W)h(A

YY)W1(X
~

)X
~

X
~

(X
~

W)h(A

YY
~

X
~

)X
~

X
~

(X
~

W)h(A

YˆX
~

W)h(A

)Ydengandikalikan(ˆX
~

WYY)h(A

ŶY)h(A

T1T

1T1T

1T1T

1
n

1
n

−+=

−+=

+=

β+=

β+=

=

−

−−

−−

−

−

 

Jadi T1T
X~X~ X

~
)X

~
X
~

(X
~

P),WI(PW)h(A −=−+=  

Dengan nilai GCV yang minimal akan didapatkan nilai bandwidth  yang 

optimal 
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BAB III 

  MODEL LINEAR PARSIAL  

DENGAN KESALAHAN PENGUKURAN 

 

3.1. Estimasi Parameter β  dan Fungsi g(.) 

Diketahui suatu model linear parsial dari n sampel : iε++β= )g(TXY i
T
ii   

Dimana kovariate Xi diukur dengan kesalahan.Sebagai pengganti  pengamatan Xi, 

diamati  : 

  Wi=Xi+Ui               (3.1) 

Dimana ukuran error Ui i.i.d, independen dengan (Yi,Xi,Ti) dengan mean 0 dan 

matriks kovariansinya ΣUU. Diasumsikan ΣUU diketahui. 

Dari persamaan (2.10) dan (3.1) didapatkan : 

*)Tg(W

U)Tg(W

)Tg(XY

ii
T
i

T
iii

T
i

ii
T
ii

ε++β=

β−ε++β=

ε++β=

          (3.2) 

Untuk β  diketahui sebagai parameter yang benar maka dapat dicari estimasi fungsi 

g(.) , dari persamaan (3.2) : 

*)Tg(WY ii
T
ii ε+=β−                  (3.3) 

Model (3.3)  dapat dipandang sebagai model regresi nonparametrik dengan respon 

β− T
ii WY , dari sub bab 2.2 diperoleh  : 

∑
=

β−ω=
n

1j

T
jjnj )WY)(T()t(ĝ             (3.4) 
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Dalam kasus ini diasumsikan bahwa  ε i  mempunyai mean 0 dan variansi tetap σ2 .  

Berarti { } 22
i

T
ii )Tg(XYE σ=−β−  , sehingga : 

{ } { }
{ }
{ }

βΣβ+σ=

βΣβ+−β−=

β+−β−=

−β−β−=−β−

UU
T2

UU
T2

i
T
ii

2T
i

2
i

T
ii

2
i

T
i

T
ii

2
i

T
ii

)Tg(XYE

)U(E)Tg(XYE

)Tg(UXYE)Tg(WYE

 

Persamaan (3.3) dapat dituliskan dalam bentuk : 

*
i

T
ii W~Y~ ε+β=  

Dengan MSE =
( )

n

ˆW
~

Y
~

ˆ

n

1i

2T
ii

2*
∑

=

β−
=σ  

Karena  σ2  =  σ*2  -  βT∑UUβ     maka βΣβ−σ=σ ˆˆˆˆ UU
T2*2  

Sehingga : ( )∑ βΣβ−β−=σ −
n

i
nUU

T
n

2

n
T
ii

12
n

ˆˆˆW
~

Y
~

nˆ        (3.5) 

Dari estimasi  σ2 pada persamaan (3.5), akan digunakan untuk menentukan 

estimasi β  sebagai berikut : 

( ) Y
~

W
~

W
~

W
~ˆ TT

n

1

UUn-
−

Σ=β           (3.6) 

Setelah mendapatkan nβ̂ , maka β  pada persamaan (3.4) diganti dengan nβ̂ , untuk 

menghitung )t(ĝ n .  

  ∑
=

β−ω=
n

1j

T
jjnj )ˆWY)(T()t(ĝ  
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3.2. Normalitas Asimtotis Untuk Parameter. 

Untuk membahas sifat asimtotis dibutuhkan beberapa pengertian, asumsi dan 

lemma berikut : 

 

  Ketidaksamaan Abel : 

Barisan bilangan  a1,  a2, a3,…,an, b1,  b2,  b3,.., bn (b1 ≥ b2 ≥ b3 ≥…. ≥ bn ≥ 0) 

merupakan barisan bilangan real. Maka : 

  







≤≤







 ∑∑∑
=≤≤==

≤≤

k

1i
i

nk1
1

n

1i
ii

k

1i
ink11 amaxbbaaminb   

 

Asumsi 4. 

E(ε i) = E(Ui) = 0 dan  sup iE(ε i +Ui 4) < ∞ 

 

Lemma A1. 

Apabila  asumsi 1-4. berlaku, maka : 

)c(O)T(G)T()T(Gmax nPkjinkij
ni1

=ω− ∑
≤≤

, j=1,2,3,…,p 

Go(.) = g( .) dan Gl(.) = hl(.), l=1,2,3,…,p 

 

Lemma A2. 

Apabila  Asumsi 1- 4 berlaku , maka  

)1(oBX
~

X
~

n p
T1 +=−  
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Lemma A.3 (Ketidaksamaan Bernstein). 

Misalkan Γ1, ..., Γn variabel random saling  bebas dengan mean 0 dan range 

terbatas: | Γi| ≤ Μ. Kemudian untuk setiap η > 0, 
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Dinotasikan ( )4/1eee nI jjj ≤=′  dan ( )4/1eeeee nI jjjjj >=′−=′′ , j = 1, …, n.  

 

Lemma A.4. 

Apabila  asumsi 1- 4 dipenuhi, maka : 

( ) { })log(e?max 5/2
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kink

ni
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Lemma A.5.  

Apabila asumsi 1 – 4 dipenuhi, maka : 

∑
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Perlakuan yang sama jika g(Ti) digantikan dengan hj(Ti). 

 

Lemma A6 

Apabila asumsi 1- 4 dipenuhi, maka : 
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Lemma A7 

Diasumsikan bahwa asumsi 1-.3 dipenuhi dan E(ε i +Ui 4) < ∞, maka  
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Lemma A8. 

Apabila asumsi 1-.4 dipenuhi, maka : 
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Theorema 3.2.1. 

Apabila asumsi  1-.4 berlaku, maka : 

 ( ) ( ),BB,0Nˆn 11d
n

2/1 −− Γ→β−β  
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dengan ( ) ( ){ }[ ] ( ){ } ( ).UUEUUETXEXUE 2T2

UU
T2T ε+βΣ−+−β−ε=Γ

⊗⊗
,  

dimana A⊗2=AAT  

 jika ε adalah homoskesdastis dan independan terhadap (X,T). 

 

3.3.  Sifat Asimtotis untuk bagian  Nonparametrik. 

Theorema 3.3.1 

Apabila  asumsi 1- 3  dipenuhi dan ωni(t) kontintinu Lipschitz order 1 untuk 

semua i = 1,2,…,n. jika E(ε4 + 
4

U ) < ∞, untuk titik disain tetap Ti, bias 

asimptotik dan variansi asimtotik dari )t(ĝ n  adalah : 

 )t(g)T(g)t(
n

1i
ini −ω∑

=

 dan    ( )∑
=

σ+βΣβω
n

1i

2
UU

T2
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3.4.Simulasi 

 Dari model linear parsial dengan kesalahan pengukuran 

*i)iTg(T
iWiY ε++β= , akan dilakukan simulasi dengan g(t) = t3, β=(5) 

U~N(0,1), ε~N(0,1), T~U(0,1) dan  n = 200. Estimasi nonparametrik digunakan 

estimator Nadaraya Watson dengan kernel Gaussian dan kriteria pemilihan h 

dngan GCV. 

 Dari  Lampiran 2, plot Y dengan W  dan Y dengan T, nampak hubungan Y 

dan W cenderung  linear, Y dan T tidak terlihat pola yang jelas. Sehingga untuk 

mengestimasi parameter dan fungsi yang tidak diketahui digunakan model linear 

parsial dengan kesalahan pengukuran.  
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    Gambar 3.1. Plot ( )β−βn

2/1 ˆn  dengan n=30 
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                 Gambar 3.2.  Plot ( )β−βn

2/1 ˆn  dengan n=50 
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                Gambar 3.3. Plot ( )β−βn

2/1 ˆn  dengan n=100 
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             Gambar 3.4. Plot antara t dengan Y  dan estimasi g(t) dengan h=0.024 
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                Gambar 3. 5. Plot antara Residual dan Prediksi 
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       Gambar 3. 6. QQ Plot Residual 
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 Dari hasil simulasi dengan h=0.024 diperoleh, β̂ =5.164, 318.2ˆ UU =σ . 

Dari Gambar  3.1, 3.2 dan 3.3,  distribusi  ( )β−βn
2/1 ˆn  untuk n berturut-turut  

30,50 dan 100, memberikan pendekatan yuang cukup bagus terhadap distribusi 

normal. Dari plot residual dengan prediksi pada gambar 3.5, nampak residual 

teralokasi secara random, yang mengindikasikan model sesuai dengan data. 

Dari qq plot pada gambar 3.6, residual dapat dibentuk garis lurus, yang 

mengindikasikan  residual mengikuti distribusi normal 
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BAB IV 

  KESIMPULAN DAN SARAN 

 

4.1. Kesimpulan 

 Pada Model Linear Parsial dengan Kesalahan Pengukuran, 

iε++β= )g(TXY i
T
ii , komponen nonparametrik g(.) diestimasi dengan estimator 

Nadaraya Watson : ∑
=

β−ω=
n

1j

T
jjhj )WY)(T()t(ĝ , sedangkan untuk bagian 

parametrik : ( ) Y
~

W
~

W
~

W
~ˆ TT

n

1

UUn-
−

Σ=β      

Sifat kenormalan asimtotis estimator  nβ̂  adalah: 

 

dengan ( ) ( ){ }[ ] ( ){ } ( ).UUEUUETXEXUE 2T2

UU
T2T ε+βΣ−+−β−ε=Γ

⊗⊗
,  

dimana A⊗2=AAT  

Bias asimtotik dan variansi asimtotik dari )t(ĝ n  adalah : 
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4.2. Saran 

Untuk penelitian lebih lanjut, perlu diberikan  kasus-kasus nyata yang 

diterapkan pada model linear parsial dengan kesalahan pengukuran, serta 

identifikasi variabel-variabel prediktornya. 

 

 

( ) ( ),BB,0Nˆn 11d
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2/1 −− Γ→β−β
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Lampiran 1a. 
 

Program Pemilihan Parameter Penghalus h 
 
function [input,output]=GCV; 
Beta=5; 
B=Beta; 
U=randn(1,200); 
U=U'; 
S=var(U); 
X=randn(1,200); 
X=X'; 
W=X+U; 
e=randn(1,200); 
e=e'; 
T=rand(1,200); 
T=T'; 
t=T.^3; 
Y=(W*B)+t+(e-(U*B)); 
h=[0.09,0.08,0.07,0.06,0.05,0.04,0.10,0.011,0.12,0.12,0.013,0.014,0.015,0.016, 
0.017,0.018,0.019,0.02,0.021,0.022,0.023,0.024,0.025,0.026,0.027,0.028,0.029, 
0.03,0.031,0.032,0.037,0.038,0.039,0.04,0.041,0.042,0.043,0.044,0.045,0.046, 
0.047,0.048,0.049,0.05,0.051,0.052,0.053,0.054,0.55,0.056,0.57,0.58,0.59,0.06, 
0.061,0.062,0.06,0.064,0.65,0.66,0.68,0.69,0.7,0.8,0.9]; 
h=h'; 
m1=diag(t); 
m2=diag(W); 
m3=diag(Y); 
m4=(ones(size(m1))*m1); 
m5=(ones(size(m2))*m2); 
m6=(ones(size(m3))*m3); 
n=length(h); 
m7=m4'-m4; 
for I=1:n, 
 m8=m7/h(I,1); 
 m9=(ones(size(m1))); 
 m10=(m8.^2)/-2; 
 m11=exp(m10)/sqrt(2*pi); 
 m12=(ones(size(t))); 
 m13=m11*m12; 
 m14=m11.*m5; 
 m15=m14*m12; 
 m16=m15./m13; 
 m17=W-m16; 
 a1=diag(m13); 
 a2=(m9*a1); 
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 a3=m11./a2'; 
 a4=inv(m17'*m17); 
 a5=m17*a4*m17'; 
 a6=diag(m12)-a3; 
 a7=a3+(a5*a6); 
 a8=(diag(m12)-a7)*Y; 
 a9=a8.^2; 
 a10=m13'*a9; 
 a11=a10/n; 
 a12=trace(a7); 
 a13=a12/n; 
 a14=(1-a13)^2; 
 a15=a11/a14; 
   g(I)=a15; 
end; 
gt=g'; 
disp(' Nilai GCV=');disp(gt); 
k=min(gt) 
plot(h,gt); 
figure; 
for i=1:n 
    if gt(i)==k   
        h1=h(i) 
    end; 
end; 
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Lampiran 1.b. 
 

Program Estimasi 
 
function[i,o]=estimasi; 
Beta=5; 
B=Beta; 
n=200; 
U=randn(1,200); 
U=U'; 
S=var(U); 
X=randn(1,200); 
X=X'; 
W=X+U; 
e=randn(1,200); 
e=e'; 
T=rand(1,200); 
T=T'; 
t=T.^3; 
Y=(W*B)+t+(e-(U*B)); 
m1=diag(t); 
m2=diag(W); 
m3=diag(Y); 
m4=(ones(size(m1))*m1); 
m5=(ones(size(m2))*m2); 
m6=(ones(size(m3))*m3); 
h=input('nilai h :'); 
m7=m4'-m4; 
m8=m7/h; 
m9=(ones(size(m1))); 
m10=(m8.^2)/-2; 
m11=exp(m10)/sqrt(2*pi); 
m12=(ones(size(t))); 
m13=m11*m12; 
m14=m11.*m5; 
m15=m14*m12; 
m16=m15./m13; 
m17=W-m16; 
m18=m11.*m6; 
m19=m18*m12; 
m20=m19./m13; 
m21=Y-m20; 
m22=inv(m17'*m17-n); 
disp(m22); 
m23=m22*m17'*m21; 
m24=W*m23; 
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m25=Y-m24; 
m26=diag(m25); 
m27=m9*m26; 
m28=m11.*m27; 
m29=m28*m12; 
m30=m29./m13; 
disp(m30); 
m31=Y-(m24+m30); 
disp('g hat');disp(m30); 
disp('e=');disp(m31); 
disp('Beta=');disp(m23); 
m32=m23*X+m30; 
disp('Y dugaan=');disp(m32); 
W1=(ones(size(W))); 
W2=mean(W)*W1; 
W3=(W-W2).^2; 
gt=sort(m30); 
disp('Beta=');disp(m23); 
Sigma=((m25'*m25)/n)-(m23*S*m23) 
W4=sum(W3)/199 
m31; 
tt=sort(t); 
ee=sort(m31); 
plot(ee,'*'); 
figure; 
plot(m32,m31,'*'); 
figure; 
plot(W,Y,'*'); 
figure; 
plot(t,Y,'*'); 
figure; 
plot(tt,Y,'*',tt,gt) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Model linear parsial dengan kesalahan pengukuran
WIBAWATI, Prof.Drs. H. Subanar, PhD
Universitas Gadjah Mada, 2003 | Diunduh dari http://etd.repository.ugm.ac.id/



 
 
 

87 
 

                                                                                     

Lampiran 1c. 
 

Program Replikasi β  
 

function [i,o]=Pivot; 
ni = input('Banyak Beta = '); 
for j=1:ni 
Beta=5; 
B=Beta; 
n=200; 
U=randn(1,200); 
U=U'; 
S=var(U); 
X=randn(1,200); 
X=X'; 
W=X+U; 
e=randn(1,200); 
e=e'; 
T=rand(1,200); 
T=T'; 
t=T.^3; 
Y=(W*B)+t+(e-(U*B)); 
m1=diag(t); 
m2=diag(W); 
m3=diag(Y); 
m4=(ones(size(m1))*m1); 
m5=(ones(size(m2))*m2); 
m6=(ones(size(m3))*m3); 
h=0.024; 
m7=m4'-m4; 
m8=m7/h; 
m9=(ones(size(m1))); 
m10=(m8.^2)/-2; 
m11=exp(m10)/sqrt(2*pi); 
m12=(ones(size(t))); 
m13=m11*m12; 
m14=m11.*m5; 
m15=m14*m12; 
m16=m15./m13; 
m17=W-m16; 
m18=m11.*m6; 
m19=m18*m12; 
m20=m19./m13; 
m21=Y-m20; 
m22=inv(m17'*m17-n*S); 
m23=m22*m17'*m21; 
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m24=W*m23; 
m25=Y-m24; 
m26=diag(m25); 
m27=m9*m26; 
m28=m11.*m27; 
m29=m28*m12; 
m30=m29./m13; 
m31=Y-(m24+m30); 
m32=m23*X+m30; 
Bt(j)=m23 
W1=(ones(size(W))); 
W2=mean(W)*W1; 
W3=(W-W2).^2; 
W4=sum(W3)/199 
end; 
sBt=sort(Bt); 
mean(Bt) 
vBt=std(Bt) 
Bt_norm=sqrt(ni)*(sBt-5); 
pBt_norm=normpdf(Bt_norm,0,vBt); 
xa=[-3:0.1:3]; 
f=normpdf(xa,0,vBt); 
axes; 
dg1=[xa' f']; 
dg2=[Bt_norm' pBt_norm']; 
plot(xa,f,Bt_norm,pBt_norm) 
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Lampiran 2 
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