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INTISARI
Model Linear Parsial Dengan Kesalahan Pengukuran
oleh
Wibawati

Di bawah bimbingan Prof. H. Subanar, Ph.D

Diberikan suatu model finear parsial dengan kesalahan pengukuran dari n
sampel : Y, =X/ B+g(T,)+¢,, dimana X; diukur dengan kesalahan. Sebagai
pengganti pengamatan X;, diamati : W;=X;+U;, Dengan U; i.i.d, independen
dengan (Y;,X;T;) dengan mean O dan matriks kovariansinya Xyy diketahui.
Sehingga model menjadi Y, = W, B+ g(T)+€ *. WP merupakan bagian
parametrik dan g(T;) merupakan bagian nonperametrik.

Fungsi g(t) diestimasi dengan estimator Nadaraya Watson dan metode
kuadrat terkecil digunakan untuk mengestimasi komponen parametrik. Sifat
asimtotis estimator Bu dan g(t) diturunkan menggunakan beberapa Lemma.
Contoh penggunaan metode ini dilakukan dengan studi simulasi dengan paket
program matlab.

Kata Kunci : kesalahan pengukuran, model linear parsial, regresi
nonparametrik, fungsi kernel

xi
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ABSTRACT

Partially Linear Model With Measurement Error

by
Wibawati

Under the Supervision of Prof. H. Subanar, Ph.D

Given n observation partially linear model with measurement error
Y, = XiT B+g(T.)+¢,, when X; are measured with error. Instead of observing X;,
we observe Wi=Xi+U;. U; i.i.d, independent of (Y; X, T;) with mean zero and
covariance matrix Zyy 1S known. And then the model can be written as
Y, = W,'B+ g(T;)+¢, *. W,'B is parametric part and g(t;) is nonparametric part.

The function g(t) is derived by using Nadaraya Watson estimator, and the
least square method is used for estimate parametric part. Asymtotic properties of
Bn and g(t)are investigated by using some lemma. The example of this method,
will be illustrated by a simulation study. Matlab sofware is used for this.

Key Words : measurement error, partially linear models, nonparametric
regression, kernel function.
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PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Analisis regres merupakan metode statistik yang mempelgjari pola hubungan
antara variabel independen X dan variabel dependen Y. Istilah “regres”
diperkenalkan oleh Sir Francis Galton (1822-1911) yang berkaitan dengan
penemuannya, hubungan tinggi badan anak (Y) dan tinggi badan orang tuanya (X)
(Draper Smith, 1981). Ada dua metode yang dapat digunakan, yaitu regres
parametrik dan nonparametrik.

Jka terdapat n pengamatan saling bebas (X, Yi), i=1,2,3,...,n, persamaan
regresi dinyatakan sebagal berikut :
Yi=9(Xi) +€,i=1,23,...,n (1.1
Dengan g fungs regres tidak diketahui, €;, i=1,2,3,...,n merupakan variabel
kesalahan random.

Model regresi dengan menganggap bahwa bentuk fungsi g(.) diketahui disebut
model regres parametrik, sedangkan jika bentuk fungsi g(.) tidak diketahui
disebut model regresi nonparametrik.

Pada pendekatan nonparametrik akan lebih fleksibel untuk mencari kurva
estimator yang sesuai dengan data karena model tidak ditentukan lebih dahulu
seperti pada model parametrik.

Jika sebagian variabel random independen mempunya hubungan fungsional

dengan variabel respon dalam bentuk spesifikasi tertentu, sedangkan variabel
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independen lainnya mempunyai hubungan fungsional dalam bentuk fungsiona
tidak tertentu, maka digunakan pendekatan dengan model linear parsial. Dengan
model Y, =X b+g(T,) +e . X dan Ti merupakan vektor variabel penjelas, yang
merupakan titik design tidak random (fixed). Fungs g merupakan fungs yang
tidak diketahui dan b = (bl,bz,...,bp)T merupakan parameter tidak diketahui, e,
i=1,2,3,...,n merupakan kesalahan random dengan mean O dan varians tetap (pola
homoskesdastisitas).

Pada kasus model linear parsial dengan kesalahan pengukuran yaitu kovariat
X; diukur dengan kesalahan, sebagai pengganti pengamatan X , diamati :

Wi=Xi+U;

Dimana kesalahan ukuran U i.i.d, independen dengan (Y, X;,T;) dengan mean O

dan matriks kovariansinya Syy diasumsikan diketahui.

1.2. Per masalahan

Permasalahan dalam penelitian ini adalah bagaimana menentukan estimasi

parameter dan sifat normalitas asimtotis Bnpada model liner parsia dengan

kesalahan pengukuran

1.3. Tujuan Pendlitian

Tujuan dalam penelitian ini adalah menentukan estimasi parameter dan sifat

normalitas asimtotis Bn pada model linear parsial dengan kesalahan pengukuran.
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1.4. Tinjauan Pustaka

Dalam praktek, penerapan dari model linear parsia banyak sekali. Engle,
Granger, Rice dan Weiss (1966), yang pertama kali menggunakan mode ini.
Mereka menganalisa hubungan antara temperatur dan penggunaan listrik.

Speckman (1988) menerapkan model linear parsia pada percobaan obat
kumur.

Sedangkan untuk model dengan kesalahan pengukuran telah diteliti oleh
Fuller (1987), Carrol, Rupper and Stefanskim (1995). Andrew Chesher (1991)
meneliti tentang efek dsri kesalahan pengukuran.

Green, Jennison dan Seheult (1985), Goa (1992) telah mempelgjari sifat-sifat
asmtotis dari estimator dengan kuadrat terkecil pada kasus design titik non
random

Engle, Grangeerm Rice dan Weiss (1986), Heckman (1996), rice (1986)
Whaba (1990), Green dan Silverman (1994) dan Eubank, Kambour, Kim, Klipple,
reese dan Schimek (1998) menggunakan teknik penghalusan untuk penakasiran

parameter.
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BAB I1

PENGERTIAN DASAR

2.1. Regresi Parametrik

Analisis regres merupakan metode statistik yang mempelgari pola hubungan
antara variabel independen X dan veriabel dependen Y. Diberikan npasangan
pengamatan { (X;,Y;)} ., . Pandang model regresi :

Yi=m(X)) + g, i=1,2,...,n (2.2)

Dimana Y; merupakan variabel respon, X variabel prediktor dan e; kesalahan
random, dengan asumsi tidak berkorelasi dan mean O.

Asumsi pada regresi parametrik adalah bentuk fungsi regress m(.) diketahui,
kecuali untuk sgumlah berhingga parameter yang tidak diketahui, yaitu ada
vektor parameter b= (b1, ba,....bp)" dan ada fungsi m(;;b) sehingga m(.) = m(.;b).
Fungs regres m(.;b), dapat berbentuk linear dalam parameter ataupun non linear.
Fungs disebut non linear jika minimal non linear dalam satu parameter. Dan

disebut linear jika terdapat fungs diketahui fi,fo,....fy sedemikian hingga
m(x) =§ b,f;(x;). Akan tetapi dalam tulisan ini dibatasi pada model yang linear
=1
saja Sehingga jika terdapat {(Xi,Y;)} [,, pengamatan, maka model akan menjadi :
8 .
Yi=abf(x;)+e;i=12,...,n (2.2)
=

Model diatas jika dituliskan dalam notasi matriks akan menjadi :

Y=Xb +e
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Dimana Y= (Y1,Y2,..%n)", b = (01,02, ...bp)" dane = (e, €,,..., €)' dengan asums
e ~(0,s2,).

Dengan model (2.2), untuk mengestimass m ekuivalen dengan
mengestimasi koefisienkoefisien regres yaitu b = (bq,by, ,bp)T_
Ada beberapa metode panaksiran parameter regresi, salah satunya metodekuadrat

terkecil. Metodeini meminimalkan e'e terhadap b. Dari persamaan diatas :
Y=Xb +e
Maka e =Y -Xb
Sehingga
e'le=(Y -Xb)(Y-Xb)=YTY-2Y"Xb +b X" Xb
Te'e/Mb =0-2XTY+2X"Xb =0
maka - 2XTY +2XTXb =0sehingga X'Xb = XTY
b = (XTX)(X"Y) (2.3)
Karena T%'e/fbfb’ = 2X"X merupakan matriks definit positif, maka b akan
meminimumkan e'e dan b dinamakan estimator kuadrat terkecil untuk b .
Dengan sifat estimator tersebut :
1. b merupakan penaksir yang tak bias untuk b
2. Var(b)=s?X"X)*
3 b merupakan penaksir terbaik, yang berarti diantara semua panaksir linear

takbias untuk b, b mempunyai varians minimal.
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2.2. Regresi Non Parametrik

Motode regres nonparametrik mulai dikenal sgak abad XIX. Namun
perkembangannnya tidak begitu pesat dibanding dengan pendekatan parametrik.
Namun seiring dengan perkembangan bidang komputasi, regresi nonparametrik
mengalami perkembangan yang begitu pesat.

Untuk n pasangan pengamatan {(Ti,Yi)} ,, diberikan model regres
nonparametrik sebagai berikut :

Yi=9(T) +g,i=1,2,3,...,n (2.9)

Dimana Y; merupakan variabel respon, T; variabel prediktor dan e kesalahan
random, dengan asumsi tidak berkorelasi dan mean O.

Daam regres nonparametrik tidak ada asums tentang bentuk fungs
regres g(.). Hal ini memberikan flexibilitas yang lebih besar didalam bentuk yang
mungkin dari fungs regresi. Untuk mengkonstruksi model regresi nonparametrik
terlebih dahulu dipilih ruang fungs yang sesuai, dimana fungs regres g(.)
diyakini termasuk didalamnya. Pemilihan ruang fungsi ini biasanya dimotivas
oleh sifat kelicinan yang diasumsikan dimiliki oleh fungs regresi.

Ada beberapa teknik untuk mengestimasi fungs regresi g(.), salah satunya

adalah dengan estimator kernel. Sebagai contoh estimator kernel untuk fungs
regresi g(.) :

n_lén Kh(t' Ti)Yi
g,(t) =—=;
n-lé Kh(t' Tj)

j=1

dimana h : lebar pita (bandwidth); Kn(t)=h'K(t/h), dan K disebut fungsi kernel
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2.2.1. Fungs Kernel
Diberikan suatu sampel random X, i=1,2,3,...,n iid. Karakteristik dasar
yang menggambarkan kalakuan dari suatu variabel random adalah fungs densitas
f dari sampel random tersebut. Berdasarkan sampel random ini akan diestimasi
fungs densitas f yang tidak diketahui dengan pendekatan kernel. Kernel K

didefinisikan (Hardle, 1990) :

1 &0

K,({t) =—Kc¢c—=
n (1) h 8hg

dengan h adalah bandwidth. Fungs densitas f diestimasi dengan :

- 14 18 a-T 6
fu)==84 K,(t-T,)=—3g Kc&——* 2.5
n (1) .a n (8- T5) o a ke (2.5)

Definis 2.1.
Kernel K adalah fungsi bernilai real, kontinyu, terbatas, simetri dan integralnya

¥ ¥

samadengan 1. @ K(t)dt=1dan ¢ tK(t)dt=0
Y -¥

Beberapa fungsi kernel (Hardle1990)

Uniform 11(u £1)
Triangle (@- [uD1u/ £D)
Epanechnikov 3(1- u?)I(u[£D)
Quartic B(1- u?)?I(Y £1)
Triweight L1 u?)’I(u £
Gaussian =exp(- $u)
Cosinus 2Cos(2u)l (U £1)
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¥
Dari definis kernel diatas maka: f, (t)dt =1
-¥
Bukti :
T

Ambil s :t_T' 2> sh=t - T, dan dt = h ds, sehingga persamaan (2.5)

menjadi :

LS
+®

930:

LAk t-Tyd=—
n nh .

i=1

oK (s )nds -ieno« )ds,

*IKO’K

fo(tdt =
-¥

oo
1
=
|

1.

Estimator kernel untuk fungs densitas bersama variabel random T dan Y

diperoleh dengan kernel multiplikatif :

- 14
fmhz(taY):H_a K (t-T)Kp(y-Y5) (2.6)

i=1

Lemma?2.1

N 17
J|kafmhz(t,Y):Hé. Kn(t-T)Kp(y-Y;) maka
i=1

¥
.2 14
O/fhmz(taY)dy:Ha Kn(t-T)Y, (27)
_¥ i=1

Bukti :

¥ o 0 ¥
O/f a2 (L, Y)dy = n_la K (t- Ti)(‘)’Khz y-Y,)dy
¥ =

=n'Q K, (t-T, )dsh +Y,)K(s,)ds,, subt 1y =Y, +sh,

i=1

:n_lg K (t-T))Y, O

i=1
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Selanjutnya estimator kernel untuk model regresi nonparametrik Y; = g(Ti) + €;
Dikonstruksikan sebagai berikut :

o/f (t,y)dy

Kurvaregres :  g(f) =E(Y|[T=1) = 0

(2.9)

dimana f(t,y) merupakan fungs densitas bersama (T,Y) dan f(t) fungs densitas
marginal untuk T.

Estimator natural untuk g(t) adalah dengan mengganti pembilang dan
penyebut pada persamaan (2.8), (2.5) dan (2.7) dengan mengambil bandwidth
yang samayaitu h, maka diperoleh :

_ c\yfhlhz (t,y)dy

d,() 0

LA KL (-TOY,
G(t) = —=L =n'Qq W, (1Y, (2.9)
ntq K, (t-T))

=

dengan W_ (t) = Ky(t-T)

n'lén_ Kn(t-T))
=1
Persamaan (2.9) telah di temukan oleh Nadaraya (1964) dan Watson
(1964). Oleh karena itu estimator ini sering disebut “Estimator Nadaraya
Watson”.

Karena persamaan (2.9) tergantung pada nilai h, maka nilai-nilai ekstrim untuk h

mengakibatkan :
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- Anggap estimator kernel hanya dihitung pada pengamatan {Ti : i=1,2,..,n}

KOY, _,
KO

Makajikah>0, §.(T,)®

Jadi bandwidth (h) sangat kecil, estimator akan menuju ke data

. Jkah>¥ maka K%?'TT@@ K(0), akibatnya
e %]

N4 KOY, nKOJ Y, n
BT @—= = & ghy oy
4 KO n+( nK(0) ) o

i=1

Jadi bandwidth (h) sangat besar, estimator akan sangat mulus dan menuju

rata-rata dari variabel respon.

Kn(t-T)

é. Kh(t' Tj)

j=1

Jikadiambil w_; (t)= maka estimator g(t) ekuivalen dengan :

N8 K, (t-T)Y,
o(t)=—= =
n_lé Kh(t'Tj) !

1

Wni (t)Y i

Qo>

1

2.3. MODEL LINEAR PARSIAL
Model Linear Parsial merupakan gabungan dari regres parametrik dan
regres nonparametrik. Model linear parsial mengasumsikan data {(Xi, T, Yi):

i=1,2,...,n} mempunyai bentuk :

Y, =XTb+g(T)+e. (2.10)
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Xi dan T; merupakan vektor variabel penjelas, yang merupakan titik design tidak
random (fixed). g merupakan fungs yang tidak diketahui dan b = (bl,bz,...,bp)T
merupakan parameter tidak dikatahui, e , i=1,2,3,...,n merupakan kesalahan
random dengan mean O dan varians tetap (pola homoskesdastisitas). X/ b
merupakan komponen parametrik, dimana estimasinya dilakukan dengan metode
Least Square. ¢(T,) merupakan komponen nonparametrik, dimana estimasinya

menggunakan estimator kernel.

2.3.1 Estimasi parameter
Daam mode linear parsial pada persamaan (2.10), g dan b merupakan
fungs dan parameter yang akan diestimas dari data. Estimasi g menggunakan
estimator kernel dan b menggunakan metode kuadrat terkecil.
Jadi b adalah parameter sebenarnya, persamaan (2.10) dapat dinyatakan
sebagai :
Y - X[ b=gT)+e (2.11)

Jka Y, =Y, - X'b, makadengan menggunakan teori regres diperoleh :

g() = E(Y*[T=1) = ooty 2.12)
g(t)

Untuk fungs densitas bersamag(t,Y*) diestimasi dengan pergandaan kernel
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thz(t’y*) = n_lé K (t- Ti)KhZ(y* - Yi*)
i=1
(LYY =1 a K pa(t- T)‘y g—:ﬂy
- n_lé Khl(t' Ti)dShZ +Y:)((S)ds
i=1
= n_lé Ko(t- T)Y,
i=1
Sehingga diperoleh :
aK,t-T)yY
§, (1) == = 8 w, (t)(Y, - X[b) (2.13)
a Ko(t-T)
j=1
dimana:
K. (t-T KEé-h-ri 9
Whi(t): - h( B i) — eﬁ Tﬂ
ax,t-1) § kB
= j= h g

Selanjutnya g, (t) menggantikan g(t) pada persamaan (2.10), sehingga
didapatkan model estimasi sebagai berikut :

Y, =XTb+q(T)+e (2.14)
Berdasarkan model diatas, dengan menggunakan metode kuadrat terkecil

diperoleh taksiran b dengan meminimumkan €'e sebagai berikut :
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2
ee= A [V - XTb- §.(T)]
i=1
n é n []2
=8 &, - Xb- & wy(T)(Y, - X]bly
i=1 @ j=1 u
n A n []2
= é_ gY. X'b- a w,(T)Y, +é an(Ti)X].Tb(J
i=1 @ =1 a
§ & g T Lo u
Ay & w, (M), % gx awnJ(T) "3y
i=1 j=L @ d
=4 (Y - XTof =(¥, - Xb)' (¥, - Xb)
i=1
=YTY-b'™XTY- Y'Xb+b"™X"Xb
Karena b™XTY = (bT>~(T\7) =Y "Xb, maka persamaan menjadi :
e'e=YTY-22"X"Y+b"X"Xb (2.15)
.
Te e_ 0
b
maka diperoleh :
-2XTY+X™Xb =0
" (2.16)

K79 =XTRb

n

Persamaan diatas merupakan persamaan normal. Dengan asumsi matriks X

mempunyai rank penuh maka persamaan (2.16) mempunyai persamaan tunggal :

b, = (X"X) X"V (2.17)

~

2T - R
Tee._ 2X "X merupakan matriks definit positif maka b  merupakan

oo’

Karena

estimator kuadrat terkecil untuk b, dengan

X, = & - 8w, (T)X, G

j=1

(D: (B<CD~

C) C\ 4,
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Y )
Xy X )

v,
X,
Setelah mendapatkan b, maka b pada persamaan (2.13) diganti dengan b,

untuk menghitung g, (t).

§.,(t) = & wa ()Y, - XTD)

i=1

2.3.2. Sifat Asimtotik Estimator
Untuk mendapatkan sifat-sifat asimtotik estimator diperlukan beberapa

definisi, teorema dan asumsi berikut :

Definisi 2.2. (Rudin, W, 1976)
Fungs g dikatakan kontinyu di x bila untuk setiap e>0 terdapat d>0 sedemikian

hingga untuk setiap y dalam domain fungsi dengan |x-y| < d berlaku |g(x)-g(y)| < e

Definis 2.3. (Pfeffer, W.F, 1993)

Fungs g dikatakan kontinyu Lipschitz pada[a,b] bilaterdapat konstantaM > 0

sedemikian hingga |g(X)-g(y) | < M| x-y |. untuk setiap X,y dalam [a,b]
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Definisi 2.4
Konvergen Dalam Probabilitas (Casella, Berger, 1990)

Barisan variabel random Xi,X2,Xs,... konvergen dalam probabilitas ke suatu

variabel random X jika untuk setiap e>0, Lim P(|Xn - X|3 e)=0 aau

Lim P(X,, - X| <e)=1  atau biasaditulis X, 3%® X aau X , #i® X

Definisi 2.5.

Konvergen Hampir Pasti (Casella, Berger, 1990)

Barisan variabel random X,X»,Xs,... konvergen hampir pasti ke suatu variabel

randon X, jika untuk setiap e>0, P(L(i@rQ|Xn- X|<e) =1 atau biasa ditulis

X, %@ X

Definis 2.6.
Konvergen Dalam Distribus (Casdlla, Berger, 1990)

Barisan variabel random Xz,X2,X3,... konvergen dalam distribusi ke suatu variabel

random X, jika Lim F,, (x)=F(x) padasetiap titik x dimana Fyx (x) kontinyu.

Atau biasaditulis X, 3%4® X

Teorema 2.1.
Strong Law of Large Number (Casella, Berger, 1990)

JkaX;, i=1,2,... variabel random i.i.d. dengan mean nx¥, maka
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a X
== 3P m untuk ¥
n

n
o]
|

X

n

Teorema2.2.

Weak Law of Large Number (Casella, Berger, 1990)

16

Jka X;, i=12,... variabel random i.i.d. dengan mean nx¥, maka

é

a X

=121 384® m untuk > ¥
n

X

n

Definisi 2.7. (Serfling, R.J, 1980)

Barisan {an} dan {bn} dinyatakan sebagai a, = O(h,) jika terdapat bilangan real M

sedemikian sehingga Sl = M

Definisi 2.8. (Serfling, R.J, 1980)

Barisan {an} dan {b,} dinyatakan sebagai a,= o(h,) jika Ii(gr;‘ % =0
Dengan sifat dari “O” :

- jikaan: = O(bn1), a2 = O(bn2) maka a1 + an2 = Oy + brp)

- jikaa >0 adalah konstanta, a, = O(a b,) makaa, = O(by)

- jikaan = O(bn), aw = O(bz) makaan: . a2 = O(bn . brp)
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Jka f(x) dan g(x) adalah fungs dengan g(x)>0, sifat-sifat dari O(.) dan o(.),

(Rohatgi, 1976):

fi(x) = Ola()], f2(x) = Ole()] P fi(X) + f2(x) = O [&u(X) + &(X)]
- a >0 adaah konstanta, f(x) = Ofag(x)] P f(x) = O[g(X)]

- fi(}) = Ola(X)], f(x) = O[e(X)] P f1(X) . 2(x) = O [&u(x) . @(X)]
- f(=0[gk)] P f(x) =O[g(x)]

- h(¥) = Ola()], fa(x) = o[@(X)] P fi(X) . f2(x) = 0 [Gu(X) . &(X)]

Definisi 2.9. (Serfling, R.J, 1980)

Barisan {an} dan {bn} dinyatakan sebagai a, = Oy(bn) jika terdapat bilangan real
a U .

U>My£e Nn>N
ﬂ b

Definisi 2.10. (Serfling, R.J, 1980)

]
M dan N sedemikian sehingga Pj
7

Barisan {an} dan {bn} dinyatakan sebagai & = oy(bn) jika untuk semua e >0

&

b 3ez=0

i
sedemikian sehingga Iicm Pi
T

Teorema 2.3 Teorema Limit Pusat (Casella, Berger, 1990)
Misalkan X, i=1,2,... variabel random i.i.d. yang mempunyai mgf (Mx(t) ada

untuk [ti<h, untuk beberapa h positif). Misal E(x) = m dan var(x) = s?
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X, , Gy(x) merupakan fungs distribusi kumulatif dari

Qo>

Didefiniskan X, = 1
n

i=1

Jn(X, - m/s . Maka untuk sembarang X, -¥ <x<¥,

x

. 1 2 . — .
Lim G, (x) = (y==¢e " "'?dy, yaitu /n(X, - m/s berdistribus normal
-1 () 9«/7_p y, Y ( m)

standart.

Teorema 2.4 (Sen, P.K dan Singer,1993)
Jka {X;} merupakan vektor random i.i.d pada R dengan meanm dan matriks

kovarian S; , maka:

n¥2Q (X, - m%4® N(0,S),S =lim,.y n'Q S,

i=1 i=1

Teorema 2.5. (Sen, P.K dan Singer,1993)

Jika Z~N(mW) dan A adalah suatu matriks, maka vektor U=AZ~N(Am AWA")

Jika komponen X; =(Xj). Didefinisikan : h(T;) = E(XjVali) dan Vi = X - E(X;¥2T))
1E£iEn1EjEp

Asums 1.

P oz.er EJX||'T =t) < ¥ dan B=E(V1V1") adalah matriks definit positif

Jka (X;,T;) adalah titk rancangan tetap, ada fungsi kontinyu yang didefinisikan
pada [0,1] sedemikian hingga masing-masing komponen X; memenuhi :

Xi= h(T)+Vi, 1£i£n1EjEp (2.18)
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Dengan {V;} adalah barisan bilangan real yang memenuhi

18
im=Q V.V, =B

ne¥ n .o

dan

. 1 3
lim sup —max| § V,|< ¥
neY a_ iken T4

dengan Vi = (Vi,...,Vip)", &= n“?log n dan B matriks definit positif

Asums 2.

g () dan h(.) kontinyu Lipschitz

Asums 3. Fungsi bobot wy;(.) memenuhi :

). max & Wy (T,) = 0,@)

Eign o

i). max & Wy (T) =0, (b,)

1£0jEn j2;

i ). max & Wy (MIT, - T >¢,) =0,(c,)

1£iEn o

dimana b, = n?% log n dan ¢, = n¥® log n..

Lemma 2.2.

T

X1
X1
I
w

Jkaasums 1,2,3 dipenuhi maka L(I@I‘Q

S|

19

(2.19)

(2.20)
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2.3.2.1. Sifat kenormalan
Dari lemma 2.2 dengan B adalah matriks definit positif, maka XX =O(n),

artinya terdapat bilangan real M1, sedemikian hingga :
1.3
—(X'X) £M, (2.21)
n

dengan E(X"e) =0 dan Var(XTe) =s2X"X
Menurut pertidaksamaan Chebyshev, yaitu jika variabel random dengan mean m

dan variansi berhingga Nd berlaku :

Alz- > ol £ e Ee—( d)m) ( 2.22)
e

dipilih d=n"?M, pada persamaan (2.22) dan menggunakan pertidaksamaan
(2.21) terhadap variabel random X Te, maka untuk setiap M2>0 berlaku :

~_~\2+
S?®RTRSU M,
M; g M2

- é

PﬂxTe- 0° n1’2M2]£§

g
U2y T 2 Ml

atau Pﬂn X'd? M2]£s ot (2.23)
2

M
jika untuk sebarang e;>0 dipilih M5 sehingga s 2 M_; £ e, maka

2
A2
s*M aM, 0
M, 3 / 1-sg =
€ Mzﬂ

Sehingga persamaan (2.23) dapat ditulis menjadi :

Pl2X7d s M|, (2.24)
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berdasarkan definisi 2.9 dan 2.10 order dalam probabilitas maka pertidaksamaan
(2.24) menjadi X "e =0, (n"?) atau dinyatakan sebagai :

XTe=0,(n) (2.25)
Akan diselidiki distribusi asimtotis dari n"'2X Te dengan menggunakan teorema
2.4. Untuk menerapkan teorema limit pusat terhadap n"Y2X"e, dimisalkan X,
vektor px1 yaitu baris ke-i dari matriks X dan Z, =X e, maka:

Var(Z) = V, =s2X X|

S:Limié V,
ne¥ n g
1lg 2 w T
=Lim—a s X,X;
¥ N
2 vai 2
=s“Lim—-X'X=s°B
n®¥ N
14 = 1 =+ 2
Jadi — g X,e =—=X"e%4® N(0,s’B) (2.26)
nig n

Persamaan Y, = X b+Q(t,) +e dapat dipandang sebagai Y =Xb+e sehingga

dperoleh :

b, =(X"%) XY

b, = (XXX (Xb+e)

b, = (XX 'K R +(XX) 'K "e

(@)
I
(o
+
—
X
_'
X
~——
[
i
_'
(¢

(2.27)

=1

~

Atau b, - b=(X"X]'X"e

n
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Kemudian dihitung :
Jn(, - b) = f(m)'“
=n - (KR)XT
= XTe
=n(X™X)"
[rrx) X
ﬁ "‘T"‘(.j_l )ZTe
=c—X'X= (2.28)
" "5 n
Dari persamaan (2.26) maka persamaan (2.28) menjadi
Jn(b. - b) #4® B 'Z dimanaZ~N(0, s2B) (2.29)
(b, - b)

Dengan menggunakan teorema (2.5), maka untuk persamaan (2.29), jika Z~N(0,

s?B) makaB!Z ~ N(0, s% B*BB™), sehingga

Jn(p, - b)J#e N@©,s%B™) (2.30)

2.3.2.2. Sifat Konsisten

Estimator  kuadrat terkecil b, konsisten untuk b atinya

im P (5, - b|< e)= 1aaubisadituisan plimb, =b.

ne ¥

Dari persamaan (2.27)

A

b, =b+ (>2T>Z)‘1>2T

b =b+ & X%0 eSO
en g n
plimb, —b+pllmgj—‘x %9 1)~(Te
g n
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o1

plmb, :b+Iimge—1)zT>~(9 pIimi)?Te
n®¥en '] n
plimb, =b+B*.0 dai lemma 2.3 dan persamaan 2.25

plimb, =b

2.3.3. Pemilihan Bandwith

Wahba (1975), Craven dan Wahba (1979) dan Golub, Heath dan Wahba
(1979) telah memperkenal kriteria pemilihan Bandwith (h) yang optimal dengan
menggunakan kriteria GCV (Generalized Cross-Validation) :

GCV(h) = RSS(h)/[1-ntr(A(h))]?

Dari persamaan (2.10), Y, =X b+g(T,) +e, i=1,2,,3,...,n, dinyatakan
dalam bentuk matriks :

Y=Xb+g+e (2.31)

Didefinisikan Y adalah estimator dari E(Y) yang bergantung pada h yaitu :

A

Y

A

+9

+W(Y - Xb,)
=Xb, +WY - WXb,
= WY +(1- W)Xb,
= WY +Xb,

Xb,
Xb,

Didefinisikan Y =A(h)Y , GCV(h) = RSS(h)/[1-ntr(A(h))]?
RSS(h) merupakan rata-rata jumlah kuadrat error

rRss(h) =nlv - V| =n v - AmY|F =na- AM)Y (2.32)
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Sehingga :

A(h)Y =Y

A(h)Y =WY +Xb,  (dikdikan dengan Y )
A(h) =W+Xb Y

A(h) =W+ X(XTX)XTYY !

A(h) =W+XX"X)XT(1- W)YY !

Ah) =W+XX™X)*X" (1- W)

Jdi A(h) =W +P,(1- W), P, =X(XTX) X"
Dengan nilai GCV yang minimal akan didapatkan nilai bandwidth yang

optimal

24
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BAB 11
MODEL LINEAR PARSIAL

DENGAN KESALAHAN PENGUKURAN

3.1. Estimasi Parameter b dan Fungs g(.)

Diketahui suatu mode! linear parsial dari nsampel : Y, =X b+g(T,) +e,
Dimana kovariat X; diukur dengan kesalahan. Sebagai pengganti pengamatan X;,
diamati :

Wi=X;+U; (3.1)
Dimana ukuran error U i.i.d, independen dengan (Y;,X;, T;) dengan mean O dan
matriks kovariansinya Syy. Diasumsikan Syy diketahui.
Dari persamaan (2.10) dan (3.1) didapatkan :

Y, =Xb+g(T) +e
=Whb+g(T)+g- Ub (3.2)
=W'b+g(T)+g*

Untuk b diketahui sebagai parameter yang benar maka dapat dicari estimas fungsi
o(.) , dari persamaan (3.2) :

Y, - Wb=gT,)+e * (3.3)
Model (3.3) dapat dipandang sebagai model regresi nonparametrik dengan respon

Y. - Wb, dari sub bab 2.2 diperoleh :

(1) =8 Wy (MY, - Wb) (34
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Dalam kasus ini diasumsikan bahwa e; mempunyai mean O dan variansi tetap s 2.
Berarti E{Yi - Xb- (T, )}2 =s? , sehingga:

EQY, - Wb- T} =E{Y, - X[b- UTb- o(T))}"
={Y, - XTb- oT))f + E(Ub)?
=E{Y,- X'b- oT,)’ +b"S,,b
=s?+b"S b

Persamaan (3.3) dapat dituliskan dalam bentuk :

Y, - W= g(T,)+e *

on *
Yi- WTb:aIan(-ﬂ)(Yj - Wij) +t€
J:

Y, - VVin:é an(Ti)Yj - Whj(Ti)Wij) +e:
F1

Y -aw,(T)Y, SIW, - g w, (TH)W, I"b+¢
=1 j=1

Vi = \7\/in+€:

Dengan MSE =872 = 2L

Karena s2=s2- bTaub makas?=§2-b"S,b
Sehingga: §2=n"'§ (~i - VT/iTAbn) - bISyub, (3.5)

Dari estimas s? pada persamaan (3.5), akan digunakan untuk menentukan

estimasi b sebagai berikut :
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sz =n& (7, - Wb, | - Bsyb,
i=1
s2=nt4 &Y, - 29,Wb, + (Wb, f & bTs, b
ia:1§| i i n ( n) ] n~uu™n
s2=n4 (V,, - 2¥,Wb, + W'D b, W)- bTS,,b,
i=1
2 n _ - —_ N
T —n8 (0- 29 W7 + 2W™Wb, )- 25,5,
b, i=1
0=n'y (o- 2Y, W/ +2v~viTv~v|6n)- 25,0,

ﬂ2§2 _ -
P =n""2W'W - 2S,,=2B+2S, - 25, =2B

Menurut Asums 1, B matriks definit positif, karena B merupakan matriks
kovarians dari X-E(X €éT). maka Bn merupaka penaksir yang meminimalkan

MSE

Jadi Estimasi dari b :

~ ~ T -1 ~ 5

b, =(W'W-ns,,) "WV (3.6)
Setelah mendapatkan Bn, maka b pada persamaan (3.4) diganti dengan Bn, untuk

menghitung g, (t) .

§(t) =8 w, (T)(Y, - Wb)
=1
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3.2. Sifat Normalitas Asimtotis Untuk Bagian Parametrik
Untuk membahas sifat asimtotis dibutuhkan beberapa pengertian, asumsi

dan lemma berikut :

K etidaksamaan Absd :

Barisan bilangan a, &, &,...,an, b, b, ,.., b (b13 b3 bz 3....3 b3 0)

merupakan barisan bilangan real. Maka :

®&. & 0.4 & & 0
fmdaelan o fmaal

Asums 4.

E(e) = E(U;) = 0 dan sup;E(e; +88U; &) < ¥

Lemma Al.

Apabila asumsi 1-4 dipenuhi, maka :

MK GJ(Ti)' é Wnk(Ti)Gj(Tk) =0.(c,),j=123,....p

Go(.) =9(.)dan G(.) = h(.), 1=1,23,....p

Dengan menggunakan asumsi 2, 3 (iii) dan ketidaksamaan Abel, akan

dibuktikan Lemma Al untuk g(.).
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Bukti :

1)+ 8 Wi (T)9(T) =9(T)}1- & W (oMY + & wa ({OT) - 9(T)

= 8w, (Tfo(T) - T N(T, - T[> ¢, )+
A w, (THa(T) - gTON(T, - T £¢, )+

o)1~ & wy (T)(T, )g

| k=1

mex|g(T,) - a W, (T, )Q(T,)| £ mex a W, (T {o(T) - a(TON(T - 7| > cq +
mex| 3w, (TYo(T)- o(TOB (T, - Ty > ¢, )+

max
1Ei£n

T~ & wa(T )g(ﬂ)j

£ max|g(Ti) . g(Tk| Eg?é én Wnk(Ti)I(ITi - Tk| > Cn* +
k=1

1£iEn
g
maxia W (T, )‘ max|g(T;) - (T I(T - T £c, ]+

=

1

1£iEn

i g U

max|g(Ti)| ma)(‘il' a Wik (Ti )g(Ti),
1£i £n 0 K=l g
=0(n?logn) +O(n*?logn) =O(n""?log n)

Dengan demikian Lemmaterbukti . y

Lemma A2.

Apabila Asums 1-.4 dipenuhi, maka:

n*X'™X =B+0,(1)
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Bukti :
Didefinisikan : ﬁnS(Ti)zhs(Ti)- é_zzlwnk(Ti Wiss Xs = Tj) + Vis elemen

ke(sm) dari X™X (sm=1,23,...,p) adalah :

a X]s jm _a VjS jm +a hns(T )V]m + a hnm(T )VjS +a hns(Tj)hnm(T )

=1

_ g (a)
a V]s jm +a. I:\)nsm
j=1

Dengan SLLN maka éin:lviViT:B+op(]), dan Lemma Al, berarti

R =o0,(n), dengan Lemma Al dan ketidsksamaan Cauchy-Schwarz

R, =0,(n) dan R, =0,(n). O
Lemma A.3 (K etidaksamaan Bernstein).
Misdkan G, ..., G, variabel random saling bebas dengan mean O dan range

terbatas: | G| £ M. untuk setiap h > 0,

Ha' Y T 2818
P|‘aG >?29£2exp |-h /32|avar +M’>
23>y pzeeniiena m;

Dinotasikan : egD:ejIer|£ nl"‘) dan eg¢=e, - e¢:ej|(]ej| >n1’4),j =1,...,n.

Lemma A.4.

Apabilaasums 1-4 dipenuhi, maka

? nk(Ti )ek = Op{n_ 2% log( n)}

Qo

max
1EiEn

=
1

1
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Bukti :

DitetapkanL > 0 yang berdasarkan kenyataannya besar. Misalkan

i 8 i
B = (& 2, (1) e L2, (1) Loy
Kemudian
g 215 B
Prmax|a 2, (T Je;| > n"* log(n)y £ P{I (B,.) =0}
Tl£|£n i1 b
i 215 f
+P}Eg?n(awnj (Tl)e >N |09( n) I(BnL)

=1y (3.7
b

Karena berdasarkan asumsi 1.3 P{I (B,.) = 1} dapat dibuat menjadi kecil dengan
memilih L yang cukup besar, hal itu mencukupi untuk menunjukkan bahwa syarat

kedua dalam (3.7) konvergen ke nol untuk setiap L

Aplikas ketidaksamaan Bernstein ke (3.7) begitu rumit berdasarkan
kenyataan bahwa syarat-syarat wy(T;) dan I(B,) = 1 adalah acak. Pertama kita

kondisikan pada syarat-syarat ini dan akan tidak bersyarat kemudian. Untuk C

yang cukup besar, pertama diberkan :

Plrlggglawn,(r){e(t Ee®} |>Cn**log(n) [{w ; (T)}, 1(B,.) =

Y
= 12

Dengan menggunakan ketidaksamaan Bernstein dengan h = cn?log(n) dan M =

£a Pilén.Wn,- (T, {e¢- Ee®} |>Cn **log(n) [{w,; (T)}, 1 (B,)
i=1 T j=

2Lbynl/4. Kemudian pada sisi sebelah kanan dari bentuk yang terakhir dibatasi
dengan
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21(8,04 o0 o’ (1) ;
A § ALCDn"* % log(n) +2§ ] (T)var(e¢)b

1”1

Denganby, = n™*® dan var(ef) < ¥ . Pada persamaan bahwa I (B,.) = 1, dengan

demikian diperoleh :

én.Wn,(T) EaWnJ(T)maxw (T) £ b,

=1

32

(3.8)

Hal menandakan bahwa @.8) dibatasi dengan 2nl(B,.)exp{-(C/L)log(n)} £ n ¥

untuk C yang cukup besar. Karena ekspresi terakhir independen terhadap

{wnj(Ti)} kecuali melewati 1(B,.), kita mempunyai

max | 3 w,, (T)fes- EeH)}1>Cn la(n)[1(8,) = 1%13 e

I
I iEn
| j=1

Ini menunjukkan bahwa

max | § W, (T, e~ E(ef) |= 0,{n " log( )}

(3.9)

Untuk V, =maX g, a i Wa (T {e® E(e®} . Misakan p dan q seperti berikut :

1£p<2 1Up+1lg=1dan 1/q< 2/5-1/4. Dengan ketidaksamaan Hdolder,

N .1/ < . 1/p

[ u iIg4 u

IV, IEmaxiawd(T)y [ales- EE9I’y
= ?3 Ti g

Dengan asumsi 3.(ii), w,; (T;) = O (by) sehingga

S,w, (T,) = Op(nby) =Op(n"**) dan dengan demikian

N .1/p
|Vn|£Op{n(l'4q/5)/q}ié|e]¢- E(e®|pg

=1
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Lebih jelasnya,
n'léﬁegr— Ee®|” - Ef et E€®’]]=0,) (3.10)
dengan ketidaksamaan Holder,
E|e;1fp = Eﬂej |”| e, > n““)}£ (E|ej|“)p'4{ P(le, |> ¥t rre
dimana dengan ketidak samaan Chebychev yang dibatasi oleh

En P (E e, ). Oleh karenaitu :

Qo5

q Elef- E( ] =0Op(n®'*) (3.11)

Dengan subtitusi (3.11) kedalam (3.10), diperoleh:

Qoo

le®- E(e®|°=0p(n"")

J

1

Berdasarkan kenyataan bahwa 1/q < 2/5 — 1/4, kita dapatkan bahwa

rlggr(‘ é. W (T, ){egﬂ:— E(ejﬁg} = Op(n(l— 4q/5)/q+1/4) = op(n’ 2/5)_ 0
j=1

Lemma A.5. Apabilaasums 1 —4 dipenuhil, meka:

Qo

U,g; = Op(nllz);

1

Qo

eqg = Op(nl/z)

i=1

Perlakuan yang sama jika g(T;) digantikan dengan h;(T;).
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Bukti :

Akan dibuktikan hanya langkah pertama, sedangkan langkahlangkah yang

lainnya mengikuti dengan cara yang sama. Misalkan 2, =n"?/log(n)

PgaUg. >xni £P§aua
i=1 ﬂ

Dengan Lemma A1l bentuk kedua adalah op(1). Untuk bentuk pertama, misalkan r;

>xn max|g|£c lognz +P(max|gl|>c Iogn)

adalah kejadian |g;| > c, logn . Kemudian

4

U|§|

Qo

>xn i) = KiJe 24 EUGHr) =1+
a i=1

'u‘

n (3.12)
+X;12é E[Uiukgigk{l(ri) :]Nk}]
itk
Karena Qi{l(ri :J} £c,log(n) independen terhadap U;, bentuk pertama pada
(3.12) adalah order  Ofnx;2c? log?(n)} = o(1) Syarat kedua dapat dengan mudah

dilihat sama dengan nol. Dengan demikian Lemma terbukti. []

Lemma A6
Apabilaasumsi asums 1- 4 dipenuhi, maka :

n n

n28 aw,(T)eU, =0,(1)
iz j=1

llzé. é. WI"I](T )e _OP(l)
iz j=1

N4 & w,, (T)U,U; =0,()

i=1 j=1
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Bukti :

Jikarij merupakan kejadian dimana

w,,(T,)| £Cb, logn.

F>}n'1’2 w,, (T)U, >x%£ P:T{n'l/zéé}wnj(ﬂ)ejui >x,1(r =l"i,j,y+

=1 j=1

w, (T, )| > Cb, log n}

“Dos

.ﬂ

T oo

+ P{maX n—l/2

Dengan menggunakan asumsi 3 (ii) bentuk kedua menuju ke O.

Untuk bentuk | :

w2l 8w (T)e U >xI(r =171, jp& L nx 2E[ § & w, (T)e U,(r, =L" i, jjy
i=1 j=1 g 1 Ti=1 j=1 gi;
- Inx & el w, (T)e,r, =17 1yEU,
1 i= T1ij= b b
Persamaan terakhir dipenuhi karena U; dan E. a w,; (T;) e (r; |§ independen
i=1

untuk setiap i, dan U; iid dengan mean 0.

Hal ini cukup dibuktikan :
.2

0]
maxE.awnJ(T)e (r; :1,"i,l\’; %#:® 0

Tin

Kenyataannnya :

N

E1 & w, (T)e =1 1
|

j=1

: é. (Ti)ej (rij =1" i,§+
Ti= b

o

Titk

g U
+Eia w, (T, )ejWnk(Ti)ek(rij =1" LE/)

Bentuk kedua bernilai 0. Bentuk pertama sama dengan :
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n

é E{an (Ti)ej(rij =1" i,}

=1

2

dan persamaan ini mempunyai order O{nb? log?(n)} =o(1). O

Lemma A7

Apabila asumsi 1- 3 dipenuhi dan E(e; +68U; &&") < ¥, maka

im NWTW =B+S,, (3.13)
im n"'WTY =Bb (3.14)
lim nYTY =b"Bb+s? (3.15)

Bukti:
Karena W; = X; + U;dan W, = X, + U, , didapat
(Wrw),, =(&"x), +(0"X)., +(x ), +([0"U)., (3.16)

Dengan SLLN dan LemmaA.2 diperoleh :

n'aXyu,®0 as (3.17)
=1
Dimana :
28 s = 488 418 i
n 1a. stUjm =n 1£ stUJm - a J\a Wnk(Tj)st%U]m
j=1 ej=1 j=L | k=1
d1d 0]
- a. 1a. Wnk(Tj)Ukm%XJs
=1 | k=1
on N on FTEN 6. l:l
+ a ia Wnk (TJ )X ksu,ll\ a Wnk (Tj )U km UL,J
= 1 k= | k=1 u
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dapat kita buktikan bahwa sup Sﬂzlwnk(Tj)Ukm|:OR(1), Dari persamaan

jn
(3.17) dan asumsi 3(ii) dapat ditarik kesimpulan bahwa tiap bentuk diatas menuju
ke nol. Dengan alasan yang sama, n'* (UT)?)sm juga konvergen ke nol

Akan dibuktikan

n(070),, ® s2, (3.18)

dimana s 2 adalah elemen ke(sm) dari S,

- n
-1

n (GTU)sm :%Zé UisUjm_ ,énf‘iién‘wnk(-ri)uksgujm

did Ui @
+a1aWnk(Tj)Uks |aW kme)U
i= | k=1 M k=1

diketahui n S 2U U, ® s2 . Mengikuti LemmaA3 dan A6 dan persamaan
(3.18). Dengan menggunakan persamaan (3.16) dan (3.18) dengan argumentasi
untuk ¥n(07X),, ® 0 dan ¥n(X70),, ® 0, kita selesaikan buk i dari
persamaan (3.13)

Kemudian kita buktikan persamaan (3.14) : WTY =W (Xb + G + &), dengan

menggunakan lemma 1. § 07 = 0,(C2n), karena:
=1

LA/2

Y o)
£€aXlag’s £c, n288 aXJS £Cnc
= | =1 g

d ~
a xjsgj
j=1

%(VT/TE)s ® 0 dan %é U,.5,® 0dengan 1 ® ¥,
j=1
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sehingga
1(~+= 18 ~ 148 ~ ~
“W'GlLL==3a X.0+=-a3 U0
n ( )5 n ]a:~1 Jsgl n % Jng
181 g
:_élx é_W ( )st gj+ aU]ng®O
Nj=l k=1 [v)

dengan N ® ¥ . O

Lemma AS8.

Diasumsikan bahwa asumsi 1- 4 dipenuhi, maka :

i=1 i=1
Bukti :

Akan dibuktikan bentuk pertama, bentuk kedua dapat dibuktikan dengan cara
yang sama.

Jka h(T)= E(X|T) dan h,(T)=h(T,).

S~ o O & g
ZaeX, =nv?gce - gw, (T)ej_ i
=1 i=1 i=1
yzé exX; - n-llzé Xlé w,,; (T e,

'u‘

i=1 i=1 j

=n"¥2(1- 1)
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Sehingga didapatkan
§ = d& & 0
I :aqxl :agxi - a.WnJ(T|)XJ:e|
i=1 i=1 = (%]
s 3
—ag\/i +h(T;) - @ wy(T)(V; +h(T))1%
i=1 =N

= ev+a@ﬁ)a_(mwm§-§§WJDNﬁg

i=1 i= @ =1 G i=1 j=1 17}

EdeV, +ma>{hi m- éniwnmhm)‘maxéei (T ) max V, & &
! =1 N )

=1 i=1

e,VI +QO(n""*logn)o, (n) +O(n"*” logn)O(n*? logn)o,, (n)—

eV,

+0,,(n”?logn) +o,(n°'® Iogn)
=a &V +a, +a,

Akan dijabarkan a,1 sebagai berikut :

a,, = op(n**logn)

a
Lim—2 =0
n® ¥ n2/3|ogn

Lima  Lim ————=
ne¥ "™ ey n?3|ogn

Karena le;1 0 maka Lima, =0
ne® ¥ n2’3logn ne ¥

Sehingga a,; = op(d)

Dengan cara yang sama diperoleh an, = 0y(1)
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8= 3 $w 4 68
1= 3 X, A w,(T)e =8 &, - & W, (T)X, 2a W, (T)e,
i=1 =1 i=1e k=1 QD=1
J J od
=8 &, +n(T)- § Wy (T)V, +h(T))E w, (T)e,
i=1e k=1 @i
n n n bn
=8 (M) - AW, (TN +V, - & W, (THV, 25 W, (Te,
i=e k=1 k=L &=
n n t')n n n
= é. ¢ (T)- é. W, (T; )h(Tk)_:é. w,(Ti)e + é. (Vi )é. w;(Toe; +
i=1e k=1 @i=1 i=1 =1

J o 0d
- a ca W (THVima wy(Te,

i=1 @k=1 @i=1

® e 3 o
£ ‘g‘mi@{h(ﬁ )= a W (T)N(T, ) maxg w, (T, )e; =+
k=1 [

=

58 5 f 0
+Emax@w,(Tea (V,)z+
=1 i=1 1]
& g g §. .0
+ m|a><a Wnk(Ti) mlaXa an (Ti)ej a Vk <
k=1 = k2l @
=05 (n ** logn)o, (n2* lagn))+ o, (n"** lognjo, (n)) +
+(0,(n“*logn)o,(n">* lagn)o, (1)
- (Op(n-n/ls logn) +0P(n3/5 logn) +Op(n4/15 |092 n))
= bnl + bn2 + bn3

Akan dijabarkan by, sebagai berikut :

b, = op(n"*"*logn)

b
Lim——2=2—=0
n® ¥ n-ll/lSI(n n

. . 1
Lim b M 5109, =0

. 1 . _
Karena I;!@ry m 1 0 maka I;!@T b, =0
Sehingga  b,,, = op(1)
Dengan cara yang sama diperoleh bn, = 0p(1) dan bnz = 0y(1)

Dari | dan |1, maka Lemma terbukti. y
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Theorema 3.2.1.
Apabilaasumsi 1- 4 dipenuhi, maka:
n'2(p, - b) %@ N(0,B'GB )
dengan G=Efle- Ubx - EX|T)* +E{(LUT- s, b} +E(LUTe),
dimana A*2=AAT

jikae adalah homoskesdastis dan independan terhadap (X,T).

Bukti
Didefinisikan D, = (W™W- nS,, )/n. Maka:
n2p, - b)=n"2(W'W - ns,,)"W¥ - bjp,iD,
=n"?D WY - W Wb +nS,b)
=nv2p (X + 0 Xb+G+8)- (XT+07)X + b +ns,b)

=i (R Rb + X "G + X8+ URb+ UG + 78)-

Dengan LemmaA.1A.2, A4A5A.6dan A8

2, - b)=nvD§ (X5 +X,& +U'g + 0,8 - X/ Ub- U,0Tb+S,b)

i=1

=n'1/2Dn1é (\7\/;5i - D,Tg +)2ié +DiT§i +Di 8- XTD b- Di[jin"'Suub)

i=1

41
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nv2(p, - b)=n2D4 (WG, +X,8 +U,& - X7U,b- U,UTb+S,b)

i=1

=D Y24 Ve +0,() +n 2§ Uie - n? 3 v,UTb+2
e i=1 i=1 i=1 2

+ D:%P(l)b - é U|U|Tb+ nl/ 2Suub9
e i=1 [}

n'2(p- b)= n 20§ (Vie +U e - V,UTb- U,UTb+S,b)+0.(1)

i=1

def c>n

= n-llzD-nla Zin +OR(1)

i=1

42

. _18 _ . —1‘;1 T _ . 4 4
karena H&n glvi_o, H&n elvivi =B, dan sup.E(e +[|Y] )<¥,

dipenuhi elemen-elemen barisan ke-k {z ,(ﬁ)} dari {z, }k =1....,p), untuk sebarang

z >0, maka %é E{zi('n‘)zlqzi(,'f) >zn“2)}® 0 dengan n ® ¥
i=1

Berarti kondisi Lindeberg Feller CLT dipenuhi.

Sehingga

COV(Zni):E{Vi (ei - Uin)ZViT}"' E{(UiUiT - Suw }AZ + E(U UTeZ)

+V,E(UTbb™U,UT )+ E(U,UTbb™U, v,
Maka :

lim n'lg Cov(z,, )(Dnl): B'l{E(e- UTb)2 B+ E{(U W' -S,, ))}A

i=1

= B—l(B—l

dengan demikian Teorema terbukti. []

g E(UUTeZ)}B'l
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3.3. Sifat Asimtotis Untuk Bagian Nonparametrik.

Theorema 3.3.1

Apabila 1.3 dipenuhi dan w(t) kontintinu Lipschitz order 1 untuk semua i,
i = 12,...n Jka E@€ + |U|') < ¥ maka untuk titik desain tetap T; , bias

asimptotik dan varians asimtotik dari g, (t) adalah:

A o (H9(T)- g(t) dan & wa ()b"Suub+s?)

i=1 i=1

Bukti :

Karena Bn penaksir yang konsisten dari b, bias asmptotik dan varians asimtotik

dari § w,, (t)(Y; - W/b), yang dinotasikan dengan §,(t) adalah :

=1

. E6LM)- o) = Eia W, (OCY, - Wb - g(t)g
-El 4

A
| i=1

a w, (@) +e)- g(t)%

=4 w,(Do(T)- o) 0



Model linear parsial dengan kesalahan pengukuran
WIBAWATI, Prof.Drs. H. Subanar, PhD

Universitas Gadjah Mada, 2003 | Diunduh dari http://etd.repository.ugm.ac.id/

UNIVERSITAS
GADJAH MADA

El6), () - B, (0 =E} & wy 0(Y, - Wb) - & w, (0(a(T )g

li=1 i=1
2

w,, ()(Y; - Wb- o(T, ))%

1
—m—/
| QJOJ

Iy

;=

K 93°3

W2 (8)(Y, - Wb- gng

_>_ -

AW, O, - Wb- o(T, W, O, - Wb- g(T)g

=B A VAW, - \Nrb-gng+Eié”1 Law, Oew n,<t>eg
(A
=8 WA ()(b"Sub +57)

i=1

Dengan demikian teorema terbukti. y

3.4. Simulasi

Dari  model linear parsia dengan kesalahan  pengukuran,
Y, =W'b+g(T,) +€ , akan dilakukan simulasi dengan g(t)=t*, b=5, U~N(0,1),
e~N(0,1), T~U(0,1) dan n = 200. Estimasi nonparametrik digunakan estimator
Nadaraya Watson dengan kernel Gaussian dan kriteria pemilihan parameter
penghalus h dengan GCV.

Dari Lampiran 2, plot Y dengan W dan Y dengan T, nampak hubungan Y
dan W cenderung linear, Y dan T tidak terlihat pola yang jelas. Sehingga untuk

mengestimasi parameter dan fungsi yang tidak diketahui digunakan model linear

parsial dengan kesalahan pengukuran.
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n=30

— dist. normal
—— pendekatan

Gambar 3.1. Plot n* 2(6n - b) dengan n=30
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0.4
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n=50

20

25

— dist. normal
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Gambar 3.2. Plot n"?(b, - b) dengan n=50
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06 -
05 1

041 -1

Densitas

03f -1

01p -1

Gambar 3.3. Plot n* 2(6n - b) dengan n=100

Y dan estimasi g(t)

Gambar 3. 4. Plot antarat dengan Y dan estimas g(t) dengan h=0.024
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Gambar 3. 5. Plot antara Residual dan Prediks

Normal Q-Q Plot of RESIDUAL

20
o
104 7 g -

0 o

-10 o é:‘ g
o
o

-20

-20 -10 0 10

Observed Value

Gambar 3. 6. QQ plot residual
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Dari hasil smulasi dengan h=0.024 diperoleh b=5.164, § ,, = 2.318
Dari Gambar 3.1, 3.2 dan 3.3, distribusi nl’z(f)n - b) untuk n berturut-turut
30,50 dan 100, nmemberikan pendekatan yuang cukup bagus terhadap distribusi
normal. Dari plot residual dengan prediks pada gambar 5, nampak residua
teralokas secara random, yang mengindikasikan model sesuai dengan data.

Dari qqg plot pada gambar 6, residual dapat dibentuk garis lurus, yang

mengindikasikan residual mengikuti distribusi normal
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BAB IV

KESIMPULAN DAN SARAN

4.1. Kesimpulan

Pada Model Linear Parsial dengan Kesalahan Pengukuran,

Y, = X b+g(T,)+e, komponen nonparametrik g(.) diestimasi dengan estimator

Nadaraya Watson : g(t) = é wi, (T)(Y; - Wij) , Sedangkan untuk bagian

i
parametrik : b, = (W™W -nsS ) "W™Y

Sifat kenormalan asimtotis estimator b, adalah:
n“2(p, - b)wi® N(0,B2GB )
dengan G=Efle- Ub)x - EX|T)* +E{(LU™- s, b} +E(LUTE?),
dimana A*2=AAT

Bias asimptotik dan varians asimtotik dari g, (t) adalah:

Ay (H9(T)- g(t) dan & wi ()(b"Suub+s?)

i=1 i=1

4.2. Saran
Untuk penelitian lebih lanjut, perlu diberikan kasus-kasus nyata yang
diterapkan pada model linear parsial dengan kesalahan pengukuran, serta

identifikasi variabel-variabel prediktornya.
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RINGKASAN
BAB |
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang
Jka terdapat n pengamatan saling bebas (X,Yi), i=1,2,3,...,n, persamaan
regresi dinyatakan sebagal berikut :
Yi=9(Xi) +€,i=1,23,...,n (1.1
Dengan g fungs regres tidak diketahui, €;, i=1,2,3,...,n merupakan variabel
kesalahan random.

Model regresi dengan menganggap bahwa bentuk fungs g(.) diketahui disebut
model regres parametrik, sedangkan jika bentuk fungsi g(.) tidak diketahui
disebut model regresi nonparametrik.

Pada pendekatan nonparametrik akan lebih fleksibel untuk mencari kurva
estimator yang sesuai dengan data karena model tidak ditentukan Iebih dahulu
seperti pada model parametrik..

Jika sebagian variabel random independen mempunya hubungan fungsional
dengan variabel respon dalam bentuk spesifikasi tertentu, sedangkan variabel
independen lainnya mempunyai hubungan fungsional dalam bentuk fungsional

tidak tertentu, maka digunakan pendekatan dengan model linear parsial. Dengan
model Y, =X b+g(T,) +e. X dan T; merupakan vektor variabel penjelas, yang
merupakan titik design tidak random (fixed). Fungs g merupakan fungs yang

tidak diketahui dan b = (b1,ba,...bp)" merupakan parameter tidak diketahui, e,
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i=1,2,3,...,n merupakan kesalahan random dengan mean O dan varians tetap (pola
homoskesdastisitas).
Pada kasus model linear parsiad dengan kesalahan pengukuran yaitu kovariat
X; diukur dengan kesalahan, sebagai pengganti pengamatan X; , diamati :
Wi=Xi+U;
Dimana kesalahan ukuran U i.i.d, independen dengan (Y, X;, T;) dengang mean O

dan matriks kovariansinya Syy diasumsikan diketahui.

1.2. Per masalahan

Permasalahan dalam penelitian ini adalah bagaimana menentukan estimasi

parameter dan sifat normalitas asimtotis Bn pada model liner parsia dengan

kesalahan pengukuran

1.3. Tujuan Pendlitian

Tujuan dalam penelitian ini adalah menentukan estimasi parameter dan sifat

normalitas asimtotis Bn pada model linear parsial dengan kesalahan pengukuran.

1.4. Tinjauan Pustaka
Dalam praktek, penerapan dari model linear parsia banyak sekali. Engle,
Granger, Rice dan Weiss (1966), yang pertama kali menggunakan model ini.
Mereka menganalisa hubungan antara temperatur dan penggunaan listrik.
Speckman (1988) menerapkan model linear parsial pada percobaan obat

kumuir.
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Sedangkan untuk model dengan kesalahan pengukuran telah diteliti oleh
Fuller (1987), Carrol, Rupper and Stefanskim (1995). Andrew Chesher (1991)
meneliti tentang efek dsri kesalahan pengukuran.

Green, Jennison dan Seheult (1985), Goa (1992) telah mempelgjari sifat-sifat
asimtotis dari estimator dengan kuadrat terkecil pada kasus design titik non
random

Engle, Grangeerm Rice dan Weiss (1986), Heckman (1996), rice (1986)
Whaba (1990), Green dan Silverman (1994) dan Eubank, Kambour, Kim, Klipple,

reese dan Schimek (1998) menggunakan teknik penghalusan untuk penakasiran

parameter.
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BAB Il
PENGERTIAN DASAR
2.1. Regres Parametrik
Diberikan npasangan pengamatan { (Xi,Yi)} 1, . Pandang model regresi :
Yi= m(Xi) +g,i=1,2,...n (2.1)

Dimana Y; merupakan variabel respon, X; variabel prediktor dan e; kesalahan
random, dengan asumsi tidak berkorelasi dan mean O.

Asumsi pada regresi parametrik adalah bentuk fungsi regresi m(.) diketahui,
kecuali untuk sgumlah berhingga parameter yang tidak diketahui, yaitu ada
vektor parameter b= (b1, by,...op)" dan ada fungsi m(.;b) sehingga m(.) = m(.;b).
Fungs regres m(.;b), dapat berbentuk linear dalam parameter ataupun non linear.
Fungs disebut non linear jika minimal non linear dalam satu parameter. Dan

disebut linear jika terdapat fungs diketahui fi,fo,....fy sedemikian hingga
m(x) 25 b,f;(x). Akan tetapi dalam tulisan ini dibatasi pada model yang linear
=1
sgja Sehingga jika terdapat { (Xi,Yi)} [,, pengamatan, maka model akan menjadi :
_3 i
Y =abf(x)+e;i=12..,n (2.2
j=1

Model diatas jika dituliskan dalam notasi matriks akan menjadi :
Y=Xb +e
Dimana Y= (y1,Y2,..,yn)", b = (b1,b2, ...bp)" dane = (e, e,...,&)" dengan asumsi

e ~(0,s,).
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Dengan model (2.2), untuk mengestimass m ekuivalen dengan
mengestimasi koefisienkoefisien regresi yaitu b = (b1,by, ....op)".
Ada beberapa metode panaksiran parameter regresi, salah satunya metode
kuadrat terkecil. Metode ini meminimalkan e'e terhadap b. Diperoleh :
b =(XTX)YX"Y) (2.3)
Dengan sifat estimator tersebut :

1. b merupakan penaksir yang tak bias untuk b
2. Va(b) =s?(X"x)*
3. b merupakan penaksir terbaik, yang berarti diantara semua panaksir linear

takbias untuk b, b mempunyai varians minimal.

2.2. Regresi Non Parametrik
Untuk n pasangan pengamatan {(T;,Yi)} .,, diberikan mode regres
nonparametrik sebagai berikut :

Yi=9(T) +eg,i=1,2,3,...,n (2.9)
Dimana Y; merupakan variabel respon, T; variabel prediktor dan e; kesalahan

random, dengan asums tidak berkorelas dan mean O.
Dalam regresi nonparametrik tidak ada asums tentang bentuk fungsi
regres g(.). Hal ini memberikan flexibilitas yang lebih besar didalam bentuk yang
mungkin dari fungs regresi. Untuk mengkonstruksi model regresi nonparametrik

terlebih dahulu dipilih ruang fungs yang sesuai, dimana fungs regres g(.)
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diyakini termasuk didalamnya. Pemilihan ruang fungsi ini biasanya dimotivas
oleh sifat kelicinan yang diasumsikan dimiliki oleh fungs regresi.

Ada beberapa teknik untuk mengestimasi fungsi regresi g(.), salah satunya
adalah dengan estimator kernel. Sebagai contoh estimator kernel untuk fungs
regres g(.) :

na K, (t- T)Y,

9, () =—=
n_lé Kh(t' Tj)

=1

dimana h : lebar pita (bandwidth); Kn(t)=hHK (t/h), dan K disebut fungsi kernel

2.2.1 Fungs Kernel

Diberikan suatu sampel random X, i=1,2,3,...,n iid. Karakteristik dasar
yang menggambarkan kalakuan dari suatu variabel random adalah fungs densitas
f dari sampel random tersebut. Berdasarkan sampel random ini akan diestimasi
fungs densitas f yang tidak diketahui dengan pendekatan kernel. Kernel K

didefinisikan (Hardle, 1990) :

1 &0
t)=—K&2
Ky (1) h eh

dengan h adalah bandwidth. Fungsi densitas f diestimasi dengan :

A 14 18§ a&-T.06
f — t_|_:— N 25
(0= n% K ) nhel g h g (25)
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Definis 2.1.
Kernel K adalah fungs bernilai real, kontinyu, terbatas, ssimetri dan integralnya

¥ ¥

samadengan1l. ¢ K()dt=1dan ¢ tK(t)dt=0
-¥ -¥

Beberapa fungs kernel (Hardle1990)

Kernel K(u)
Uniform L1(u £y
Triangle @- |upIu| £2)
Epanechnikov 3(1- u)I(u[£D)
Quartic £(1- u?)®I(u £
Triweight £1-u?)’I(u £
Gaussian 7oxp(- u’)
Cosinus 2Cos(2u)l (U £1)

¥ ~
Dari definis kernel diatas maka: (f, (t)dt =1
-¥

Estimator kernel untuk fungs densitas bersama variabel random T dan Y

diperoleh dengan kernel multiplikatif :

- 14
fhm(t,y)=ﬁa K (t-Ti)Kpa(y-Y5) (2.6)

i=1

Lemma2.1

PN 14
J|kafhm2(ta)’):ﬁa Kn(t-T)Kp(y-Y;) maka
i=1
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¥
.2 14
O/fhlhz(t:Y)dy:Ha K (t-T)Y, (27)
-¥ i=1

Selanjutnya estimator kernel untuk model regresi monparametrik Y; = g(T;) + €;

Dikonstruksikan sebagai berikut :

Kurvaregres :  g(f) = E(Y|T =1) :M (2.8)

f(t)
dimana f(t,y) merupakan fungsi densitas bersama (T,Y) dan f(t) fungs densitas
marginal untuk T.
Estimator natural untuk g(t) adalah dengan mengganti pembilang dan penyebut
pada persamaan (2.8), (2.5) dan (2.7) dengan mengambil bandwidth yang sama
yaitu h, maka diperoleh :

N (t,y)d n_lé Ko(t-T)Y, n
O/fhjh (t,y)dy — i=1 :n'lé W, (1Y, (2.9)

fh(t) n-lén. Kh(t'Tj) i=1

=1

a(t) =

dengan W, (1) =— LT

Nt K, (t-T,)
=1
Persamaan (2.9) telah di temukan oleh Nadaraya (1964) dan Watson
(1964). Oleh karena itu estimator ini sering disebut “Estimator Nadaraya
Watson”.

Karena persamaan (2.9) tergantung pada nilai h, maka nilai-nilai ekstrim untuk h

mengakibatkan :



Model linear parsial dengan kesalahan pengukuran
WIBAWATI, Prof.Drs. H. Subanar, PhD

Universitas Gadjah Mada, 2003 | Diunduh dari http://etd.repository.ugm.ac.id/

UNIVERSITAS
GADJAH MADA

58

- Anggap estimator kernel hanya dihitung pada pengamatan {Ti, i=1,2,..,n}.

KOY, _,
KO

Makajikah>0, §.(T,)®

Jadi bandwidth (h) sangat kecil, estimator akan menuju ke data

. Jkah>¥ maka K%?'TT@@ K(0), akibatnya
e %]

nd KOY, nKOI Y,

§,(T) ® —= = S =nqY, =
n-lé. K (0) n'l( nK (0) ) i=

i=1

Jadi bandwidth (h) sangat besar, estimator akan sangat mulus dan menuju

rata-rata dari variabel respon.

Kn(t-T)

é. Kh(t' Tj)

j=1

Jikadiambil w_; (t)= maka estimator g(t) ekuivalen dengan :

N8 K, (t-T)Y,
o(t)=—= =
n_lé Kh(t'Tj) !

1

Wni (t)Y i

Qo>

1

2.3. MODEL LINEAR PARSIAL
Model Linear Parsial merupakan gabungan dari regresi parametrik dan
regres nonparametrik. Model linear parsial mengasumsikan data {(Xi, T, Yi):

i=1,2,...,n} mempunyai bentuk :

Y, =XTb+g(T)+e. (2.10)
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Xi dan T; merupakan vektor variabel penjelas, yang merupakan titik design tidak
random (fixed). g merupakan fungs yang tidak diketahui dan b = (b1,ba,...bp)"
merupakan parameter tidak dikatahui, e , i=1,2,3,..,n merupakan kesalahan
random dengan mean O dan varians tetap. X b merupakan komponen
parametrik, dimana estimasinya dilakukan dengan metode Least Square.
o(T;) merupakan komponen nonparametrik, dimana estimasinya menggunakan

estimator kernel.

2.3.1. Estimas parameter
Jadi jika b adalah parameter sebenarnya, persamaan (2.10) dapat
dinyatakan sebagai :
Y, - XTb=g(T)+e (2.11)
Jka Y, =Y, - X[ b, maka dengan menggunakan teori regresi diperoleh :

oY a(t,y*)dy*

2.12
9(t) 12

g =E(Y*|[T=t)=1t) =
Untuk fungsi densitas bersamag(t,Y*) diestimas dengan pergandaan kernel

Gy =18 Ko (1 TIK oy - Y7)

=1

(LY )y =1 aKma T)‘y g—:ﬂy

=8 Ku(t- T)dsh, + Y, K(9)ds

= n-lé Ko(t- T)Y,

i=1
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Sehingga diperoleh :
AK.a-TIY
G, (1) =+ =8 w, (Y, - X[b) (213)

éKh(t_Tj) =

=

dimana :

@
—
l-o

Kh(t' Ti)

@
>
Q

wy, (1) = — - H-T 4
aK,(t-T) § kE&__i:
=l " J T"}l gT

Selanjutnya g,(t) menggantikan g(t) pada persamaan (2.10), sehingga

—
I-1-O

Q

didapatkan model estimasi sebagal berikut :
Y, =XTb+§(T) +e, (2.14)
Berdasarkan model diatas, dengan menggunakan metode kuadrat terkecil

diperoleh taksiran b dengan meminimumkan €' e sebagai berikut :

~ ~ \- ~

b, = (XTX)'X"Y (2.15)

oo 6 4 )
S U Y, = "Yi -ad Wi (Ti)Yj u
e =1 u e j=1 u

X1

VT :(Vl’YZ""’?n) , ;('T :(Xl’;('Z""’ n)
Setelah mendapatkan b_, maka b pada persamaan (2.13) diganti dengan b,

untuk menghitung g, (t) .

§.(t) = & wa ()Y, - X'D)

i=1
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2.3.2. Sifat Asmtotik Estimator
Untuk mendapatkan sifat-sifat asimtotik untuk b diperlukan beberapa

pengertian, teorema dan asumsi berikut :

Definisi 2.2.
Fungs g dikatakan kontinyu di x bila untuk setiap e>0 terdapat d>0 sedemikian

hingga untuk setiap y dalam domain fungsi dengan |x-y| < d berlaku |g(x)-g(y)| < e

Definisi 2.3. (Rudin, W, 1976)
Fungs g dikatakan kontinyu Lipschitz pada[a,b] bila terdapat konstantaM > 0

sedemikian hingga |g(X)-g(y) | < M| x-y |. untuk setiap X,y dalam [a,b]

Definisi 2.4. (Pfeffer, W.F, 1993)
Konvergen Dalam Probabilitas (Casella, Berger, 1990)

Barisan variabel random Xi,X2,Xs,... konvergen dalam probabilitas ke suatu

variabel random X jika untuk setiap €>0, Lim F>(|Xn - X|3 e)=0 aau

Lim P(X, - X| <e)=1 atau biasaditulis X , %:® X

Definisi 2.5.
Konvergen Hampir Pasti (Casella, Berger, 1990)

Barisan variabel random X1,X2,X3,... konvergen hampir pasti ke suatu variabel

random X jika untuk setiap e>0, P(Lé)n;||xn - X| <e) =1 ataubiasaditulis
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X . Y3® X

Definisi 2.6.
Konvergen Dalam Distribusi (Casella, Berger, 1990)

Barisan variabel random Xi,X2,Xs,... konvergen dalam distribusi ke suatu variabel

randon X jika  Lim F,, (x)=F(x) pada setiap titik x dimana Fx (x) kontinyu.

Atau biasaditulis X , 3%4® X

Teorema 2.1.

Strong Law of Large Number (Casella, Berger, 1990)

JkaX;, i=1,2,... variabel random i.i.d. dengan mean nx¥, maka
ax

X, = —3%35® m untuk > ¥
M

n

Teorema 2.2.
Weak Law of Large Number (Casella, Berger, 1990)

JkaX;, i=1,2,... variabel random i.i.d. dengan mean nx¥, maka
ax
i=1

n

X =

n

3%4® m untuk > ¥
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Definisi 2.7. (Serfling R.J, 1980)

Barisan {an} dan {bn} dinyatakan sebagai a, = O(h,) jika terdapat bilangan real M

an

sedemikian sehingga b =M

n

Definisi 2.8. (Serfling R.J, 1980)

Barisan {an} dan {b,} dinyatakan sebagai a,= o(h,) jika L'& % =0

Dengan difat dari “O” :
- jikaan = O(bn), ap = O(brz) makaan1 + a2 = O(bny + br2)
- jikaa >0 adalah konstanta, a, = O(a b,) makaa, = O(by)

- jika on1 = O(bnl), ap = O(bnz) makaaﬂ .an2 = O(bnl . bnz)

Definisi 2.9. (Serfling R.J, 1980)

Barisan {an} dan {bn} dinyatakan sebagai a, = Oy(bn) jika terdapat bilangan real

a ] N
;‘{>M’£e, Nn >N
b, t;

i
M dan N sedemikian sehingga Pj
[}

Definisi 2.10. (Serfling R.J, 1980)

Barisan {an} dan {bn} dinyatakan sebagai & = oy(bn) jika untuk semua e >0

a u
i3 =0
b.| ¥

sedemikian sehingga lim P:’
n® ¥ 'I\ p
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Teorema 2.3 Teorema Limit Pusat (Casella, Berger, 1990)
Misalkan X, i=1,2,... variabel random i.i.d. yang mempunyai mgf (Mx(t) ada

untuk [ti<h, untuk beberapa h positif). Misal E(x) = m dan var(x) = s?

X, , Gy(x) merupakan fungs distribusi kumulatif dari

Qo

Didefiniskan X, = 1
n

Iy

Jn(X, - m)/s . Makauntuk sembarang x, -¥ <x<¥.,

x

. 1 2 . — .
Lim G, (x) = (y==¢e"""'?dy, yaitu /n(X, - m/s berdistribus normal
-Im () 9«/7_p y., Y ( ”9

standart.

Teorema 2.4. (Sen, P.K dan Singer,1993)
Jka {X;} merupakan vektor random i.i.d pada R dengan meanm dan matriks

kovarian S; , maka:

n¥2Q (X, - m%4® N(0,S),S =lim,.y n'Q S,

i=1 i=1

Teorema 2.5. (Sen, P.K dan Singer,1993)

Jika Z~N(mW) dan A adalah suatu matriks, maka vektor U=AZ~N(Am AWA")
Jika komponen X; =(Xjj). Didefinisikan : h(T;) = E(Xj%2Ti) dan Vi = X; - E(X;¥2T})
1£iEn1EjEDp

Asums 1.

WP e EX4[ T =) <¥ dan B=E(v1V4") adalah matriks definit positif
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Asums 2.

g (.) dan h(.) kontinyu Lipschitz

Asumsi 3. Fungsi bobot wy;(.) memenuhi :

1). max én_ W, (T;) =0,

1£i £n j=1

il). max én, Wi (Tj) =0;(b,)

1£ij€n 2;

i ). max & w,, (T[T, - T >¢,) =0, (c,)

1£iEn j=1

dimanab, = 2% log n dan ¢, = n® log n..

Lemma2.2.

Jikaasumsi 1,2,3 dipenuhi maka Lim 1>~(T)~( =B

n®¥ n

2.3.1.1. Sifat kenormalan

Dai lemma 22 dengan B adalah matriks definit positif, maka

XX =0(n), artinya terdapat bilangan real M1, sedemikian hingga :

%()ZU?) £M, (2.16)

~

dengan E(X"e)=0 dan Var(XTe) =s2X"X
Menurut pertidaksamaan Chebyshev, yaitu jika variabel random dengan mean m

dan variansi berhingga Nd berlaku :
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Pz ”13d]£E (d) 2.17)
é

dipilih d=n"?’M, pada persamaan (2.17) dan menggunakan pertidaksamaan

(2.16) terhadap variabel random X Te, maka untuk setiap M2>0 berlaku :

= X7 M
PuxTe- O|3 n1’2M2]£ ( g ) UEs?—2
g an é M2

- M
atau Pﬂn-l’sze|3 Mz]gszM—; (2.18)
2

. - . M
jika untuk sebarang e;>0 dipilih M, sehingga s 2 M—; £ e, maka

2

,1/2
s’M, _ S &M,

€ Mzﬂ

M, 3
Sehingga persamaan (2.18) dapat ditulis menjadi :
Pl2X7d s M|, (2.19)
berdasarkan definisi 2.9 dan 2.10 order dalam probabilitas maka pertidaksamaan
(2.19) menjadi X"e =0, (n"?) atau dinyatakan sebagai :

XTe=o0,(n) (2.20)
Akan diselidiki distribusi asimtotis dari n"*2X "e dengan menggunakan teorema
2.4. Untuk menerapkan teorema limit pusat terhadap n"Y2X"e, dimisalkan X,
vektor px1 yaitu baris ke-i dari matriks X dan Z, = X e, maka:

Var(z) =V, =s*X X]
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S= Limié V.
ne¥ N i=1
_ _°n 2w v T
=Lm 8 sTRX
PR Ry 2
=s“Lim=X'X=s“B
ne¥ n
1 8=~ 1 ~; 2
Jadi ——3 X,e =——X"e3%A® N(0,s°B) (2.21)
nig n

Persamaan Y, = X! b+§(t;)+e dapat dipandang sebagai Y = Xb + e sehingga

dperoleh :

b, =(X"X) XY

b =(x"%) %" (R0 +e)

b, =(X"XJ "X "Xb +(X"X) "X e

b, =b+(X"X)'X"e (2.22)
Atau

b, - b=(X"X)"'X"e
Kemudian dihitung :

Jn, - b)=/n(X"X) X "e

(2.23)

Dari persamaan (2.21) maka persamaan (2.23) menjadi

Jn(d, - b)3%A® B*Z dimanaZ~N(0, s2B) (2.24)
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Dengan menggunakan teorema (2.5), maka untuk persamaan (2.24), jika Z~N(0,

s?B) makaB'Z ~ N(0, s® B'BB™), sehingga

Jn(p, - b)%82® N(0,s*B ) (2.25)
2.3.1.2. Sifat Konsisten
Estimator ~ kuadrat terkecil b, konsisten untuk b atinya
im P (5, - b|< e)= 1aaubisadituiskan plimb, =b.
Dari persamaan (2.27)
b, = b+()zT>Z)'l)~<Te
-1
b, =b+&EXx2 1x
en g n
-1
plimb, =b+plim agé %9 1x7e
en g n
o 16 15+
I|mb =b+lmc= XX+ plim=XTe
p n®¥gn [} p n
plim Bn =b+B*.0 dari lemma 23 dan pesamaan 2.25

plimb, =b

2.3.2. Pemilihan Bandwith

Wahba (1975), Craven dan Wahba (1979) dan Golub, Heath dan Wahba

(21979) telah memperkenal kriteria pemilihan Bandwith (h) yang optimal dengan

menggunakan kriteria GCV (Generalized Cross-Validation) :

GCV (h) = RSS(h)/[1-rtr(A(h))]?
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Dari persamaan (2.10), Y, =X b+g(T,) +e, i=1,2,3,...,n, dinyatakan

dalam bentuk matriks :

Y=Xb +g+e (2.31)

Didefinisikan Y adalah estimator dari E(Y) yang bergantung pada h yaitu :

A

Y

A

+9

+W(Y - Xb,)
Xb, + WY - WXb,
= WY +(1- W)Xb,
= WY +Xb,

Xb,
Xb,,

Didefinisikan Y =A(h)Y , GCV(h) = RSS(h)/[1-ntr(A(h))]?
RSS(h) merupakan rata-rata jumlah kuadrat error

RSS(h) =n*|v - \?H2 =n Y|y - A()Y|" =na - A)Y|] (2.32)
Sehingga :

A(h)Y =Y

A(h)Y =WY +Xb,  (dikdikan dengan Y )
A(h) =W+Xb_ Y

A(h) =W+XXTX)XTYY !

A(h) =W+XX"X)XT(1- W)YY !

A(h) =W+ XX X)X (1- W)

Jadi A(h)=W+P,(I- W), P, =X(X"X)X"
Dengan nilai GCV yang minimal akan didapatkan nilai bandwidth yang

optimal
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BAB 11
MODEL LINEAR PARSIAL

DENGAN KESALAHAN PENGUKURAN

3.1. Estimasi Parameter b dan Fungs g(.)

Diketahui suatu mode! linear parsial dari nsampel : Y, = X b+g(T,)+e
Dimana kovariate X; diukur dengan kesalahan. Sebagai pengganti pengamatan X;,
diamati :

Wi=X;+U; (3.1)
Dimana ukuran error U i.i.d, independen dengan (Y;,X;, T;) dengan mean O dan
matriks kovariansinya Syy. Diasumsikan Syy diketahui.
Dari persamaan (2.10) dan (3.1) didapatkan :

Y, =Xb+g(T) +e
=Whb+g(T)+g- Ub (3.2)
=W'b+g(T)+g*

Untuk b diketahui sebagai parameter yang benar maka dapat dicari estimas fungsi
o(.) , dari persamaan (3.2) :

Y, - Wb=gT,)+e* (3.3)
Model (3.3) dapat dipandang sebagai model regresi nonparametrik dengan respon

Y. - Wb, dari sub bab 2.2 diperoleh :

(1) =8 Wy (MY, - Wb) (34



Model linear parsial dengan kesalahan pengukuran
WIBAWATI, Prof.Drs. H. Subanar, PhD

Universitas Gadjah Mada, 2003 | Diunduh dari http://etd.repository.ugm.ac.id/

UNIVERSITAS
GADJAH MADA

71

Dalam kasus ini diasumsikan bahwa e; mempunyai mean 0 dan variansi tetap s 2.
Berarti E{Yi - Xb- g(Ti)}2 =s? , sehingga:

EQY, - Wb- T} =E{Y, - X[b- UTb- o(T))}"
={Y, - XTb- oT))f + E(Ub)?
=E{Y,- X'b- oT,)’ +b"S,,b
=s?+b"S b

Persamaan (3.3) dapat dituliskan dalam bentuk :

Y, =WTb+e

DenganMSE =§™% ==L

Karena s?=s? - bT&yb maka§?=8"2-b'S,b

- b1 Suub, (3.5)

1
=
p
o
>
N —

Sehingga: §%=n"'§ (“'.

Dari estimas s? pada persamaan (3.5), akan digunakan untuk menentukan

estimasi b sebagai berikut :

- -~ ~ g~ ~

b, = (W'W-ns,,) W'Y (3.6)
Setelah mendapatkan Bn, maka b pada persamaan (3.4) diganti dengan Bn, untuk

menghitung g, (t) .

§(t) = & w, (T)(Y, - WD)

=1
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3.2. Normalitas Asimtotis Untuk Parameter.

Untuk membahas sifat asimtotis dibutuhkan beberapa pengertian, asumsi dan

lemma berikut :

K etidaksamaan Abd :

Barisan bilangan a, &, &,...,an, b, b, ,.., b (b13 b3 bz 3....3 b3 0)

merupakan barisan bilangan real. Maka :

®&. & 0.4 & & 0
fmdaelan o fmaal

Asums 4.

E(e) = E(U;) = 0 dan sup;E(e; +88U; &) < ¥

Lemma Al

Apabila asumsi 1-4. berlaky, maka :
Max|G; (T)) - & W (T))G/(Te)| =05 (cy) J=1.23,...p
Go() =9g(.) dan G(.) = h(), 1=1,2,3,....p

Lemma A2.

Apabila Asumsi 1- 4 berlaku , maka

n*X"™X =B+0,()
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Lemma A.3 (Ketidaksamaan Bernstein).

Misakan G, ..., G, variabel random saling bebas dengan mean O dan range

terbatas: | G| £ M. Kemudian untuk setiaph >0,

aga

i=1

i
Pi
A

>?u£29(p}-h2/22}én_ var(Gi)+ M2y

N A E o
Dinotasikan eg::ejIer|£n“4) dan e¢t=e¢, - e(F:ejI(]ej| >n1’4),j =1,..,n
Lemma A.4.

Apabila asums 1- 4 dipenuhi, meka :

? nk(Ti )ek = Op{n_ 218 log( n)}

Qo

max
1£iEn

=
1

1

Lemma A.5.

Apabilaasums 1 — 4 dipenuhi, maka :

é U,g; = Op(nllz);
i=1
é eg, zop(nl/z)

Perlakuan yang sama jika g(T;) digantikan dengan h;(T;).

Lemnma A6

Apabilaasums 1- 4 dipenuhi, maka :
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.4 8
n?q a wy,(T)eU; =0,(D)
i =1
n‘”zén én w_(T)ee =0,(1)
%% nj\ i ji P

n n
o O

n—1/2a

= =1

w,(T)HU;U; =0,(2)

Ofnb7 log*(n)} =o(l)

Lemma A7
Diasumsikan bahwa asumsi 1-.3 dipenuhi dan E(e; +88U; é&") < ¥, maka
lim NWTW =B+S,, (3.13)

~_~

limn*WTY =Bb (3.14)

n® ¥
imnY'Y =b"Bb+s? (3.15)

n® ¥

Lemma AS8.

Apabilaasumsi 1-.4 dipenuhi, maka :

n-1/2é -él>“('i =n-1/2é ‘é‘ln—l/Zé eV, +0,(1)
i= i=1 =1
n-1/2é X.D.T :n'l/zé_ V.U +0,(D)
i=1 i=1
Theorema 3.2.1.

Apabilaasums 1-.4 berlaku, maka :

n'2(p, - b) %@ N(0,B'GB )
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dengan G=Elle- UTbx - EX|TH +E{(u™- s, b} +E(LUTe),
dimana A*2=AAT

jikae adalah homoskesdastis dan independan terhadap (X,T).

3.3. Sifat Asimtotis untuk bagian Nonparametrik.
Theorema 3.3.1

Apabila a@umsi > 3 dipenuhi dan wpi(t) kontintinu Lipschitz order 1 untuk
semua i = 1,2,...,n. jika E@* + ||U||4) < ¥, untuk titik disain tetap T;, bias

asimptotik dan varians asimtotik dari §,(t) adalah :

A Wy (H9(T)- () dan & wi ()(b"Suub +5?)

i=1 i=1
3.4.Simulas
Dari  model linear parsid dengan kesalahan  pengukuran

Y= Win+ 9(T,)+e; *, akan dilakukan simulasi dengan g(t) = t3, b=(5)

U~N(0,1), e~N(0,1), T~U(0,1) dan n = 200. Estimasi nonparametrik digunakan
estimator Nadaraya Watson dengan kernel Gaussian dan kriteria pemilihan h
dngan GCV.

Dari Lampiran 2, plot Y dengan W dan Y dengan T, nampak hubungan Y
dan W cenderung linear, Y dan T tidak terlihat pola yang jelas. Sehingga untuk
mengestimasi parameter dan fungs yang tidak diketahui digunakan model linear

parsial dengan kesalahan pengukuran.
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Gambar 3.1. Plot n* 2(6n - b) dengan n=30
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— dist. normal
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Gambar 3.2. Plot n*(p, - b) dengan n=50
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Gambar 3.3. Plot n" z(Bn - b) dengan n=100

Gambar 3.4. Plot antarat dengan Y dan estimas g(t) dengan h=0.024
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Dari hasil smulasi dengan h=0.024 diperoleh b=5.164, § ,, = 2.318.

Dari Gambar 3.1, 3.2 dan 3.3, distribusi nl’z(f)n - b) untuk n berturut-turut
30,50 dan 100, memberikan pendekatan yuang cukup bagus terhadap distribusi
normal. Dari plot residual dengan prediksi pada gambar 3.5, nampak residual
teralokas secara random, yang mengindikasikan model sesuai dengan data.

Dari qq plot pada gambar 3.6, residual dapat dibentuk garis lurus, yang

mengindikasikan residual mengikuti distribusi normal



Model linear parsial dengan kesalahan pengukuran

WIBAWATI, Prof.Drs. H. Subanar, PhD
Universitas Gadjah Mada, 2003 | Diunduh dari http://etd.repository.ugm.ac.id/

UNIVERSITAS
GADJAH MADA

80

BAB IV

KESIMPULAN DAN SARAN

4.1. Kesimpulan

Pada Model Linear Parsia dengan Kesalahan Pengukuran,

Y. = X b+g(T,)+e, komponen nonparametrik g(.) diestimasi dengan estimator

Nadaraya Watson : g(t) = é wi, (T)(Y; - Wij) , Sedangkan untuk bagian

i
parametrik : b, = (W™W -nsS ) "W™Y

Sifat kenormalan asimtotis estimator b, adalah:
n“2(p, - b)wi® N(0,B2GB )
dengan G=Efle- Ub)x - EX|T)* +E{(LU™- s, b} +E(LUTE?),
dimana A*2=AAT

Bias asimtotik dan variansi asimtotik dari g, (t) adalah:

Ay (H9(T)- g(t) dan & wi ()(b"Suub+s?)

i=1 i=1

4.2. Saran
Untuk penelitian lebih lanjut, perlu diberikan kasus-kasus nyata yang
diterapkan pada model linear parsiad dengan kesalahan pengukuran, serta

identifikasi variabel-variabel prediktornya.
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Lampiran la.
Program Pemilihan Parameter Penghalus h

function [input,output]=GCV,
Beta=5;
B=Beta;
U=randn(1,200);
u=us
S=var(U);
X=randn(1,200);
X=X
W=X+U;
e=randn(1,200);
e=¢€,
T=rand(1,200);
T=T
t=T."3;
Y =(W*B)+t+(e-(U*B));
h=[0.09,0.08,0.07,0.06,0.05,0.04,0.10,0.011,0.12,0.12,0.013,0.014,0.015,0.016,
0.017,0.018,0.019,0.02,0.021,0.022,0.023,0.024,0.025,0.026,0.027,0.028,0.029,
0.03,0.031,0.032,0.037,0.038,0.039,0.04,0.041,0.042,0.043,0.044,0.045,0.046,
0.047,0.048,0.049,0.05,0.051,0.052,0.053,0.054,0.55,0.056,0.57,0.58,0.59,0.06,
0.061,0.062,0.06,0.064,0.65,0.66,0.68,0.69,0.7,0.8,0.9];
h=nh’,
ml=diag(t);
m2=diag(W);
m3=diag(Y);
m4=(ones(size(m1))*ml);
mb5=(ones(size(m2))* m2);
m6=(ones(size(m3))*m3);
n=length(h);
m7=m4'-n¥;
for 1=1:n,
m8=m7/h(l,1);
m9=(ones(size(ml)));
m10=(m8."2)/-2,
m1l=exp(m10)/sgrt(2*pi);
m12=(ones(size(t)));
m13=mll1*mlz;
m14=m11.*m5;
m15=m14* m12;
m16=m15./m13;
m17=W-ml6;
al=diag(m13);
a2=(m9*al);
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a3=mll./a2;
ad=inv(m17*ml7);
ab=ml7*ad*m17",
ab=diag(m12)-a3;
ar=a3+(ab*ab);
a8=(diag(m12)-a7)*Y;
a%9=al8."2,
al0=m13*&9;
all=all/n;
al2=trace(ar);
al3=al2/n;
ald=(1-al3)"2;
al5=all/al4;
g(1)=al5;

end;

ot=g’,

disp(* Nilai GCV=");disp(at);

k=min(gt)

plot(h,gt);

figure;

for i=1:n

if gt(i)==k
h1=h(i)
end;
end;



Model linear parsial dengan kesalahan pengukuran
WIBAWATI, Prof.Drs. H. Subanar, PhD

Universitas Gadjah Mada, 2003 | Diunduh dari http://etd.repository.ugm.ac.id/

UNIVERSITAS
GADJAH MADA

Lampiran 1.b.
Program Estimas

function[i,o]=estimasi;
Beta=5;

B=Beta;

n=200;

U=randn(1,200);

u=uUs

S=var(U);
X=randn(1,200);

X=X

W=X+U;
e=randn(1,200);

e=¢€,

T=rand(1,200);

T=T",

t=T./3;

Y =(W*B)+t+(e-(U*B));
ml=diag(t);
m2=diag(W);
m3=diag(Y);
m4d=(ones(size(m1))*ml);
m5=(ones(size(m2))* m2);
m6=(ones(size(m3))*m3);
h=input('nilai h:");
m7=mé4'- m4,

m8=m7/h;
m9=(ones(size(m1)));
m10=(m8."2)/-2,
ml1l=exp(m10)/sgrt(2* pi);
m12=(ones(siz&(t)));
m13=m11* m12;
m14=m11.* m5;
m15=m14*mlz;
m16=m15./m13;
m17=W-ml6;
m18=m11.* m6;
m19=m18* ml2;
m20=m19./m13;
m21=Y-mZ20;
m22=inv(m17*ml7-n);
disp(m22);

m23=m22* m17*m21;
m24=W#*m?23;
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mM25=Y-m24,
m26=diag(m25);
m27=m9* m26;
m28=m11.*m27,
m29=m28* m12;
m30=m29./m13;
disp(m30);
m31=Y-(m24+m30);
disp(‘g hat’);disp(m30);
disp('e=");disp(m31);
disp(‘Beta=");disp(m23);
m32=m23* X+m30;
disp("Y dugaan=");disp(m32);
W1=(ones(size(W)));
W2=mean(W)*W1;
W3=(W-W2)./2;
gt=sort(m30);
disp(‘Beta=");disp(m23);
Sigma=((m25* m25)/n)-(m23* S* m23)
W4=sum(W3)/199
m31,

tt=sort(t);

ee=sort(m31);
plot(ee,™");

figure;
plot(m32,m31,*");
figure;

plot(W,Y,*");

figure;

plot(t,Y,™*");

figure;

plot(tt,Y,™" tt,gt)
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Lampiran 1c.
Program Replikasi b

function [i,0]=Pivot;

ni = input('Banyak Beta=");
for j=1:ni

Beta=5;

B=Beta;

n=200;

U=randn(1,200);

u=uU

S=var(V);
X=randn(1,200);

X=X

W=X+U;

e=randn(1,200);

e=¢€,

T=rand(1,200);

T=T

t=T."3;
Y=(W=B)+t+(e-(U*B));
ml=diag(t);

m2=diag(W);
m3=diag(Y);
m4=(ones(size(m1))* ml);
mb5=(ones(size(m2))* m2);
m6=(ones(size(m3))* m3);
h=0.024;

m7=mé4'-m4;

m8=m7/h;
m9=(ones(size(ml)));
m10=(m8."2)/-2;
m1l=exp(m10)/sgrt(2* pi);
m12=(ones(size(t)));
m13=mll1*mlz;
m14=m11.*m5;
m15=m14* m12;
m16=m15./m13;
m17=W-ml6;
mM18=m11.* m6;
m19=m18*ml2z;
m20=m19./m13;
m21=Y-mZ20;
m22=inv(m17*ml7-n*S),
m23=m22* m17'* m21,;
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mM24=W*m23;
mM25=Y-m24,
m26=diag(m25);

m27=m9* m26;
m28=-m11.*m27;
m29=m28* m12;
m30=m29./m13;
m31=Y-(m24+m30);
mM32=m23* X+m30;
Bt(j)=m23
W1=(ones(size(W)));
W2=mean(W)*W1;
W3=(W-W2)."2;
W4=sum(W3)/199

end,

sBt=sort(Bt);

mean(Bt)

vBt=std(Bt)
Bt_norm=sgrt(ni)* (sBt-5);
pBt_norm=normpdf(Bt_norm,0,vBt);
xa=[-3:0.1:3];
f=normpdf(xa,0,vBt);

axes,

dgl=[xa f1;

dg2=[Bt_norm’ pBt_normT;
plot(xaf,Bt_norm,pBt_norm)
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Lampiran 2
Plot antara Y dan W
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